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Circuits en régime transitoire

O Le cours
. . . . ISP dit)
Pour la bobine en convention récepteur, la relation constitutive s’écrit u(t) = L T
Upt '
Ainsi lorsque u(t) = +Up, nous trouvons i(t) = % + C* et lorsque u(t) = —Up, cela donne
Upt
i(t) = ——— + C*.
(t) T +

Autrement dit la valeur de i(t) varie & u constant, ce qui permet d’arriver a la caractéristiques [
représentée ci-dessous.

|U0 U0|

(3 (3
_]0

caractéristique O caractéristique O

. . o . duf(t
Pour le condensateur en convention récepteur, la relation constitutive s’écrit i(t) = %

Upt
Ainsi lorsque u(t) = +=2 e (pour les partie o u(t) croit) avec C** qui dépend de la période,

-
Up o Upt :
9 2 7 et lorsque u(t) = ——— + Ct’ (pour les partie ou u(t) décroit) avec

Ui
Ct’ dépendant de la période, nous trouvons i(t) = —C' b A — 1.
T

nous trouvons i(t) = C' —
-
Finalement la valeur de u(t) varie & ¢ constant. Cela permet de faire la caractéristique 0 ci-dessus.
Les propositions A, B et C sont valides. Dans les trois cas, les trois dipoles sont bien pris en compte
une et une seule fois et ’équation peut se ramener a ’équation générale Z Stournie = Z Sregue-
N’oublions pas en effet que 1’équation précédente est algébrique et ne refléte donc pas forcément
a priori la réalité des échanges énergétiques entre dipdles.
Mathématiquement, ces conditions initiales sont tout a fait valables. Toutefois, expérimenta-
lement, il est assez difficile de les réaliser : & un moment ol & un autre, un interrupteur dans le

circuit « bobine » pour la séparer du générateur auquel elle est reliée, et cela va fatalement poser
des problémes de continuité de courant.

0 Exercice 1

O Préliminaires.

En régime continu, un condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert et une bobine
comme un interrupteur fermé. Il suffit donc de remplacer ces dipodles par leurs équivalents pour
déterminer les caractéristiques du circuit en régime continu.

O Clircuit O. Le circuit est équivalent au schéma représenté ci-dessous.
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1l s’agit d’un circuit & deux mailles et un seul nceud! Il est si simple qu'’il ne doit poser aucun
probléme de résolution *.

La loi constitutive du résistor s’écrit R I = 0, ce qui donne m
O Circuit O. Le circuit est équivalent au schéma représenté ci-dessous.

Tﬁ U R
1

circuit O

La relation constitutive du générateur donne et celle du résistor .

O Circuit O. Le circuit est équivalent au schéma représenté ci-dessous.

R
1
U v’
1
[/
OFE 1
circuit O

Etant donnés les interrupteurs ouvert, il s’agit d'un circuit a une seule maille.
E

r+RJ
L’additivité des tensions permet d’écrire U = E — I’ = 0 et comme I’ = 0 (U = E).

La loi de POUILLET donne ainsi | [ =

Elle permet aussi d’écrire U’ = r I'—r I = 0 et avec les expressions de [ et de I’ : | U

r+ R

0 Exercice 2

O Préliminaires. Comme l'intensité du courant traversant une bobine est une fonction mathémati-
quement continue du temps et que juste avant la fermeture des interrupteurs tous les courants les
traversant sont nuls, alors les bobines sont traversées par un courant nul juste aprés la fermeture des
interrupteurs.

Autrement dit, les bobines se comportent comme des interrupteurs ouverts a 'instant initial (et
uniquement & cet instant!).

De méme, comme la tension aux bornes d’un condensateur est une fonction mathématiquement
continue du temps et qu’avant la fermeture des interrupteurs, tous les condensateurs sont déchargés,
alors la tension aux bornes des condensateurs est nulle juste aprés la fermeture des interrupteurs.

1. Et pourtant I’expérience montre qu’il est trés déstabilisant !
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Autrement dit, les condensateurs se comportent comme des interrupteurs fermés a l'instant
initial (et uniquement a cet instant!).

Pour déterminer les grandeurs a linstant initial, il faudra donc remplacer les bobines par des
interrupteurs ouverts et les condensateurs par des interrupteurs fermés. Mais insistons sur le fait que
le circuit obtenu ne sera valable qu’a 'instant ¢t = 0F.

uniquement a I'instant initial.
O Circuit O. A linstant initial, le circuit est équivalent au schéma ci-dessous.

1l s’agit d’un circuit & deux mailles et un seul neeud principal : il ne va donc poser aucune difficulté
de résolution.

QT? L

La loi des mailles représentée donne E' — Ri(0

~
e

=0 et la loi constitutive de R’ donne :

E
La loi des neeuds fournit toujours i(t) = 4'(t) + i"(t) et nous arrivons ainsi a m

O Circuit O. A Pinstant initial, le circuit est équivalent au schéma ci-dessous.
Il s’agit d’un circuit & deux mailles et un seul noeud principal : il ne va donc poser aucune difficulté
de résolution.

Ri0)=0

La premiére loi des mailles représentée s’écrit £ — Ri(0) = 0, ce qui donne |i(0)

La deuxiéme loi des mailles donne —R'4'(0) = 0 et ainsi [#/(0) =0

De plus, comme la loi des noeuds donne & chaque instant i(t) = @' (t) + i"(t), nous en déduisons :

Il
g

E
-1/
i"(0) = =
© R
O Circuit O. A linstant initial, le circuit est équivalent au schéma ci-dessous.
1l s’agit d’un circuit & une seule maille : il ne va donc poser aucune difficulté de résolution.

T
Tn Ry R| | |
.
i i/
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De par la présence de I'interrupteur ouvert, nous avons tout de suite et la loi des noeuds
impose a chaque instant i(t) + ¢'(t) = 1 nous en déduisons .
De plus, la loi des mailles valable a chaque instant aussi s’écrit Ri(t) — u(t) — R4'(t) = 0 d’ou :

La relation constitutive de R’ étant v/(t) = R'i'(t), nous en déduisons :

u(0) = R(0) >

u'(0) =0].
O Circuit O. A Dinstant initial, le circuit est équivalent au schéma ci-dessous.
Il s’agit d’un circuit a une seule maille : il ne va donc poser aucune difficulté de résolution.

, nous obtenons “
[ Exercice 3

O Circuit O 11 s’agit d’'un circuit & deux mailles et deux neceuds.

Bien que I'approche nodale considére le circuit comme simple, il faut néanmoins remarquer que
la grandeur recherchée est un courant.

C’est pourquoi nous allons privilégier ’approche maillére.

Dans ces conditions, nous allons modifier autant que faire se peut le circuit, sans toucher a la
branche contenant ic(t) bien str.

5 1o(t)
ET T e
ri io(t)

ER T() r+R 1
R+r e

La loi des mailles en terme de courant s’écrit donc :

RE rR I oy
7‘+R77’<|»7RZ0(1€)7U(0)75/0‘ZC(t)dt =0

En dérivant, nous arrivons a I’équation canonique :

dic() | 1.

+ - t)=20 avec o ¢
i) = avi not
]t C()

Résolvons cette équation différentielle.
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Comme il n’y a pas de second membre, la solution générale s’écrit sous la forme : i¢(t) = A e .

11 suffit juste maintenant de rechercher la condition initiale.

Pour trouver la condition initiale, reprenons la loi des maille en terme de courant et écrivons la
a l'instant ¢ = 0. RE R

Cela donne : TR 7"7:|» Ric(u) —u(0)—0=0.

Que vaut donc uc(0) ? Pour ¢ < 0, le condensateur est en régime permanent (car la situation dure
depuis une durée infinie) et se comporte donc comme un interrupteur ouvert. Le circuit est alors
équivalent a la figure O ci-dessus. Comme le courant qui traverse R est nul, la tension & ses bornes

lest aussi d’ott uc(07) = 0.

E

Nous pouvons alors déterminer A = i (0) et nous arrivons a : |ic(t

O Circuit O

1l s’agit 1a aussi d’un circuit & deux mailles et deux noceuds.

Comme précédemment, nous allons préférer approche maillére. Nous pourions transformer le
circuit comme au-dessus, mais nous allons plutét montrer ici ce qu’il se passe avec une approche
maillére « brutale ».

figure O

i E—rit)— R(i(t)— i) =0
Ecrivons les deux lois des mailles : R(it) — in) — Ldi&(t) _0
E+Rip (t)

r+R
nous arrivons, aprés calculs, & I’équation écrite sous forme canonique :

De la premiére équation, nous en déduisons i(t) = et en remplacant dans la seconde,

Il ne reste plus maintenant qu’a déterminer la solution de cette équation différentielle.
La solution générale s’écrit sous la forme : ip(t) = A e VT 4 inp(t).

En cherchant iy, ,(t) = C'*, nous trouvons iy, pu(t) = = et ainsi if,(t) = A e T4 =2

Cherchons maintenant la conditions initiale.

Comme lintensité du courant traversant une bobine est mathématiquement continue, i (0%) =
i1,(07). De plus pour ¢t < 0, la bobine est un régime permanent (puisque cela dure depuis une durée
« infinie »), elle se comporte donc comme un fil et le circuit est équivalent a la figure O ci-dessus.
Cela donne donc i7,(07) = 0 puis la condition initiale nécessaire a la détermination de .

e
Tous calculs faits, nous obtenons : @L(t) =- (1 — e_t/T) .
r
0 Circuit O II s’agit d’'un circuit & deux noeuds. L’approche nodale semble d’autant plus indiquée
que la grandeur recherchée est une tension.

En imposant la masse « en bas » du circuit, la loi des nceuds en terme de potentiel s’écrit :

0 —uc(t) duc(t) duc(t)
Mo + Ia -C T =0 ~ uc(t)JrRCT—Rno
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Sous forme canonique, cela donne :

duc(t) 1 o
U
dt T
Résolvons cette équation différentielle.
La solution générale s’écrit sous la forme : uc(t) = Ae /7 + U, p(t).
En cherchant uc p,(t) = C*, nous trouvons uc ,(t) = Rnp et ainsi uc(t) = Xe Y™ + R,
Comme la tension aux bornes d’un condensateur est mathématiquement continue, nous avons
uc(0%) = uc(07).
Or, pour ¢t < 0, le condensateur est en régime permanent (car la situation dure depuis longtemps)
et se comporte comme un interrupteur ouvert. Le circuit est donc équivalent au schéma ci-dessous.
Comme le courant qui traverse R est nul, la tension a ses bornes 'est aussi d’ott uc(0-) = 0.

Nous pouvons alors déterminer A et, tous calculs faits, & : (uc(t) =Ry <1 —e Y Tﬂ

0 Circuit 0 Comme ci-dessus, avec un circuit & deux nceuds et une tension comme grandeur
inconnue, I’approche nodale est la plus adaptée.

Faisons toutefois un peu attention en écrivant la loi des nceuds en terme de potentiel avec la
bobine. En I'écrivant et en la dérivant, nous obtenons :

0—unlt) . I 1dugy 1 B
Mo + R 11,(0) L</U ur(t)dt' =0 ~ T, +LUL(t)—0

Ce qui donne, sous forme canonique :

durt) 1
st( ) + = ur(t) =0 avec

Comme il n’y a pas de second membre, la solution générale s’écrit sous la forme : uy (1) = Ne U7,
Il ne reste qu’a déterminer la tension initiale.

Pour cela utilisons la loi des noeuds en terme de potentiel écrite pour ¢ = 0.

ur,(0 .

Cela nous donne 1y — u® _ i5,(0) —0=0.

Il faut maintenant i,(0%).

Or nous savons que l'intensité du courant traversant une bobine est mathématiquement continue,
donc i, (0%) = ir(07). De plus pour ¢ < 0, la bobine est un régime permanent (car la situation dure
depuis longtemps), elle se comporte comme un fil et le circuit est équivalent au schéma ci-dessous.
Cela donne i7,(07) = 0, a partir de quoi nous pouvons trouver uy,(0).

R uy,

Tous calculs faits nous obtenons : |ur(t) = Ry e YT
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0 Exercice 4

Il s’agit d’un circuit & deux mailles et deux nceuds dans lequel nous cherchons une intensité El( 5= ERy n Er Ry et
oY R27'+R2R1+7‘R1 (T+R1)(R27‘+R2R1+T‘R1)

(i1(t)). L’approche maillére est préférable. De plus, approche nodale n'est pas conseillée avec la
bobine.

Transformons le circuit en un circuit & une seule maille. Notons que lors des transformations,
nous perdons 7 (t).

Lorsque l'interrupteur est ouvert, le circuit est équivalent au schéma ci-dessous.

St [ [ f= G
Ry
i 7 Redéfinissons ¢t = 0 I'instant de réouverture de K.

Ecrivons la loi des mailles et mettons la sous forme canonique :

’I‘R]

T’+R1

diz(t) - ERl
dt - r+ R1

diy (1)
dt

L’additivité des tensions donne <R2 + ) io(t) + Lo

ce qui se réécrit sous

di 1
+ (R1 + Ry) iy(t) =0 ~ i;t(t) + ;i’z(t) = j avec

la forme canonique

O Résolution
La solution générale s’écrit alors i,(1) = e ~Y7' Par continuité mathématique de l'intensité du
courant dans la bobine, nous avons :

avee (1 wt 1 [ Ror+ Ry Ry +1 Ry ot
v B R b L
T Lg T’+R1

. . ER /
O Résolution i(0) = ig(t=o0) - Ei ) = 1 45/7)
2 2\ 2(l e
Nous savons alors que la solution est du type i2(t) = Ae /™ + i (). Ror+Re Ry +1 Ry
_ 1
T Ror+RoRi+7T R

diy(¢)
dt

En cherchant iy ,(t) = C*, nous trouvons is(t) +Xe Y7, Reste & déterminer

L’additivité des tensions donne aussi u(t) = Rgis(t) + Lo , soit, en remplagant et aprés
la constante d’intégration .
L’intensité du courant qui traverse une bobine est mathématiquement continue donc nous avons

i2(0%) = i9(07). Or pour ¢t < 0, la bobine est en régime permanent (car la situation dure depuis ( R2E ]
_ 1 —t/7’
u(t)

quelques calculs (tout aussi bons a refaire que le précédent) :

longtemps) donc se comporte comme un fil et le circuit est équivalent au schéma ci-dessous. =" —%¢
R2T+R2R1 +7'R1

I R2 O Exercice 5

Il s’agit d'un circuit a deux mailles et a cing nceuds pour lequel nous cherchons une intensité et une
tension, les deux concernant un méme dipdle : a partir du moment ou I'un sera déterminé, I'autre sera

Nous avons donc #(0-) = 0 et nous arrivons ainsi a : {iz(t) = $ [1 —e Y TD obtenu a partir de sa loi constitutive.
Ror+ Ro Ry +1 Ry Etant donné qu'il y a cing nceuds et deux générateurs de tension, I'approche nodale semble séduisante

Quand nous saurons associer bobine et résistor, nous pourrons transformer le circuit de maniére a puisqu'elle engendre deux inconnues. Toutefois, comme dans tout circuit du premier ordre, cela serait se
ce qu'il n'ait plus qu'une seule maille contenant i,(t). De I3 nous pourrions trouver |'équation différentielle compliquer la vie car nous pouvons (voire devons) d'abord penser a essayer de transformer le circuit.
vérifiée par i,(t) et la résoudre.

Mais ici, non seulement nous ne pouvons pas, mais en plus cela serait inutile. En effet, nous connaissons
déja iy(t). Nous n'avons qu’a chercher, avec une approche maillére, un lien entre i,(t) et is(t) et le tour >——1C i _l_T Rl |
sera joué. ¢ T’Mc o |t Ri+R; UCT

Dans le circuit initial, 'additivité des tensions donne : R;i1(t) = Ry ia(t) + Lo dzj(”. Tf@—; Ry Tﬁ—; Ry R = @T% + % ;ﬁfﬁz = Rt il

En remplagant is() par son expression, nous arrivons (aprés quelques calculs qu’il est bon de R T Rt R R
refaire, rien que pour lentrainement) 4 :
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Apreés la suite de modifications ci-dessus, ’additivité des tensions donne :

Ry Ry . Ei Ry + By Ry
uct)+ | R+ =
) ( R1+Rz> Ri+ Ry
) I C o duc(t)
Et avec la loi constitutive du condensateur qui s’écrit i(t) = C ET nous pouvons mettre
I’équation d’évolution sous sa forme canonique :
duc() n 1 o) = Ei R+ Ex Iy avec 1 e R+ Ry
dt T CiC(R1R+R2R+R1R2) 770(R1R+R2R+R1R2)
O Résolution
La solution est donc de la forme uc(t) = Ae ™ + Uc p(t).
EiRy+E>sR
En cherchant uc (1) = C', nous trouvons uc(t) = A e YT 4 LR RE LU
' Rl + Rz

Comme la tension aux bornes d’'un condensateur est mathématiquement continue, nous avons
uc(07) = uc(07) = 0 (condensateur déchargé), ce qui permet de déterminer A.

E Ey R
Tous calculs faits : Eac(t) = PR+ Bl (1 — e*t/fﬂ,

Ry + Ry

uc(t)

) d
Enfin, de i(t) = C T

EiRy+Ex R
, nous trouvons aussi [i(t) L%+ By T ~t/ T]

"R R+ Ry R+ Ry Ry

0 Exercice 6

1. (a)| Lorsque K est fermé, nous avons affaire avec un circuit a deux mailles et quatre nceuds et nous
cherchons une intensité. L approche maillére semble plus adaptée. Malheureusement, nous ne pouvons pas
(encore) transformer le circuit car nous ne savons pas associer la bobine et le résistor.

dig(t
E—R(it)+iL(t) — Ript)— L i g (35

‘ at ‘
dzc?t(t) +Rig(t) = 4Ri() =0 (%)

L'objectif est maintenant d’éliminer iz (t) de maniére a obtenir une équation o seule I'inconnue i(t)
apparait. La, c'est un peu de la cuisine, il faut essayer. Nous verrons plus tard une méthode trés puissante
et trés systématique.

En faisant (ﬁ)-ﬁ-(%) nous obtenons :

Les lois des mailles s’écrivent

L

E—R(itt)+ir) —4Rit) =0 > iL(t) = —= — 5i(t)

(© Matthieu Rigaut Eléments de corrigé 9/22
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. dip(t) di(t)
Et (en d t) cela d = —-5—=.
(en dérivant) cela donne o it

Ainsi en remplagant, par exemple dans (%), nous arrivons a I’équation canonique suivante :

dt

1't 1.9
—it)y=—| avec |—=—
T ) 5L T 5

Sl R=s)

O Résolution
Nous savons alors que la solution est du type i(t) = Ae YT 4 Ip(t).

En cherchant i,(t) = C', nous trouvons i(t) = Ne Y™ 4 %, reste & déterminer la constante
d’intégration A. )

Si la condition initiale provient de la continuité de I'intensité du courant traversant une bobine, il faut
faire attention au fait que i(t) n'est pas un courant traversant une bobine : i(t) n'est donc pas forcément
mathématiquement continue.

Ainsi comme i, (t) est mathématiquement continue d’ou iy, (0%) = i,(07) = 0.

Et comme ig(t) = 7 5i(t) est toujours vrai, nous avons en particulier & l'instant ¢ = 0% :

i(O*)—E
CBR
4F E
Cette condition initiale permet de déterminer A : |i(t) = ——e /" + —|.
ette condition initiale permet de déterminer E() 45Re +9R}

1. (b)| En régime permanent continu, la bobine se comporte comme un fil.
Le circuit est donc équivalent au premier schéma ci-dessous. S’agissant d’un circuit a deux mailles,
nous pouvons le transformer en un circuit a une maille.

La loi de POUILLET donne alors :
E
i= RL —0 —
5 +4R

Nous pouvons constater que (et heureusement !) U'intensité en régime permanent qui est égale a
la limite de l'intensité précédente lorsque ¢ tend vers l'infini.

1. (¢)| Lorsque K est réouvert, le circuit est alors équivalent au schéma ci-dessous.

C’est un circuit & une maille pour lequel nous recherchons une intensité. Ecrivons la loi des mailles
et mettons la sous forme canonique :

(© Matthieu Rigaut Eléments de corrigé 10 / 22
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LYY g Rin s R =0~ S0

T.5R
dt dt

7! L

1
—it)=0 avec
pn

M . 2 2 2 . . — 4
Comme il n’y a pas de second membre, la solution générale s’écrit sous la forme i(t) = Ae ¢,
Cherchons maintenant la constante d’intégration A avec les conditions initiales.
Comme l'intensité du courant traversant une bobine est mathématiquement continue, la valeur
qu’a i(t) juste aprés la réouverture de K est la méme que —iy(t) juste avant cette réouverture.

Or, d’apreés la question précédente nous avons, juste avant la réouverture de K, i(t)

TOR
Comme ir(t) = s 5i(t), nous en déduisons que juste avant 'ouverture de K, nous avions
) 4E ’
ip(07) = —.
k 9R
o N . 4F . o
Ainsi, juste aprés Pouverture de K, nous avons i(0*) = ——— et nous arrivons ainsi a :

IR

Vu que la lampe ne s’allume que lorsque l'intensité qui la traverse dépasse une certaine valeur,
autrement dit lorsque la tension & ses bornes dépasse une certaine valeur, elle se comporte comme
un voyant d’alarme de surtension.

Dans le cas étudié, elle s’allume a chaque modification de I'état de K : lorsqu’on l'ouvre et
lorsqu’on le ferme.

0 Exercice 7

Lorsque l'interrupteur est en position 2, le circuit est équivalent au schéma ci-dessous.

(

Il s’agit d’un circuit a une seule maille sans difficulté, ¢’est méme un circuit classique R,C. La loi
des mailles s’écrit :

~
&
<

9,
||

A

duc(t) duc(t) 1

——~=F - —uc(t) = =—
& ~ @ 7" = ge

Et comme avec les conventions utilisées q(t) = C uc(t), nous avons :

uc(t) + RC

dq(t) E

1
—— =)= —
a TTTR
Nous savons alors que la solution générale est de la forme q(t) = Ae /7 + Qp(t)-
En cherchant g,(t) = C'*, nous trouvons g(t) = A e T+ EC.
Reste a trouver A avec les conditions initiales.

Comme la tension aux bornes d’un condensateur est mathématiquement continue, nous avons :

uc(0t) = uc(07) = Up

De 1a nous en déduisons ¢(0*) = C U.

Cela permet de déterminer A et nous obtenons, tous calculs faits [q(t) =C(Uy—E) e T+ E C].

(© Matthieu Rigaut Eléments de corrigé 11 /22
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Avec les conventions choisies, la relation constitutive du condensateur s’écrit :

_dg®)
0= "4
Ainsi : d
O si E > Uy, it) = &t > 0, la charge algébrique q(t) augmente ;

O si E < Uy, i) <0, la charge algébrique q(t) diminue.
% Remarque : il faut éviter ici d’employer le vocabulaire « charger » et « décharger » car le signe
de Uy — E est inconnu. Si celui-ci est négatif, une augmentation algébrique de ¢, qu’il est tentant
d’appeler « charge » correspond en fait & une diminution de la quantité de charges sur les armatures.

at) _ (Uy — E)e ™™ + E nous trouvons u¢(cc) = E.

Comme ucg(t) = C

Il ne faut pas traduire « 99 % de la valeur en régime permanent » par « 0,99 uc(cc) ».

En effet, non seulement cela n'aurait de signification que si uc augmente, mais aussi si (par hasard)
nous avions uc(0) = Uy = 0,996 E, cela n'aurait plus aucun sens du tout. Il faut en fait comprendre la
question comme la durée au bout de laquelle la tension a varié de 99 % de sa variation totale.

Notons ty l'instant recherchée, ie. celui tel que : uc(to) — uc(0) = 0,99 [uc(oo) — uc(o)].

En remplagant, nous obtenons :

[(UU ~E)e /T 4 E] ~Up=099(E~Up) ~ [(ty=27Im10=4617)

0 Exercice 8

Lorsque l'interrupteur est fermé et ¢ > 0, le circuit est équivalent au schéma ci-dessous. Il s’agit
d’un circuit R,C classique a une maille, ne présentant pas de difficulté particuliére.

| S
R i
Q= =
C
. . . . . . du(t)
La loi des mailles s’écrit u(t) + Ri(t) = E et comme le condensateur impose i(t) = C' T nous
C

arrivons a I’équation canonique :

d 1 E
SO =g ave

-

Nous savons alors que la solution générale s’écrit u(t) = Ae ™97 + Up (1)

En cherchant upa(t) = C*, nous trouvons u(t) = A e+ E.

Pour déterminer la constante d’intégration A, nous devons étudier les conditions initiales.

Nous savons que la tension aux bornes d’'un condensateur est mathématiquement continue, ie.
que u(0*) = u(0).

De plus comme le condensateur est initialement déchargée (il est branchée depuis une durée
infinie), w(0-) = 0.

Cela permet de déterminer A et d’arriver a [u(t) =F (1 - e’t/TU.

Tant que u(t) < Vp, la lampe se comporte comme un interrupteur ouvert, ie. tout se passe comme

dans la situation précédente et ainsi u(t) = E [1 —e7Y T]
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Or u(0) = 0 et u(c0) = E > V4, donc il existe un instant to tel que u(t) = Vj.
A cet instant, le condensateur se décharge totalement et nous sommes ramenés & la situation a
t = 0. Le processus recommence et le circuit subit des oscillations.

t
T 2T 37 47

Comme la décharge est instantanée, la période T est en fait égale a la durée de la charge.
Nous cherchons donc T tel que u(T) = Vj, ce qui s’écrit : [1 - C’T/T} =15.

Apreés résolution, nous trouvons :

® Remarque : La période peut étre trés grande si E (ie. la valeur limite de u(t)) est proche de V;, valeur
a atteindre pour la décharge. Constatons aussi que la formule n’a aucun sens pour Vy > E, ce qui ne
fait que traduire le fait que dans un tel cas la tension de décharge n’est jamais atteinte.

0 Exercice 9
0 Equation d’évolution de wu(t)

Il s’agit d'un circuit a trois nceuds (dont deux principaux) et deux mailles. Nous cherchons une tension
donc I'approche nodale semble la plus adaptée car elle conduit a deux inconnues en potentiels (ou en
tension en choisissant bien la position de la masse) par comparaison a I'approche maillére qui conduit a
deux inconnues en intensité alors que nous cherchons I'équation vérifiée par une tension.

Ici, dans un soucis pédagogique, les deux méthodes seront exposées méme si I'approche nodale est
plus que vivement conseillée (car adaptée a cette situation).

Commencons par le « pire ».

O Approche maillére « je tape et ¢a marche ». Considérons le circuit ci-dessous sur lequel nous avons
écrit les lois des nocuds.

Les lois des mailles et les relations constitutives forment le systéme suivant :

7o =G duy (t)

@

dt
y . du(t)
() i) = —Cy T

u(t) — Ri'(t) —uy(t) =0
i(t) = u(t)

NN NN

e e

(&)

Le but est maintenant d'éliminer toutes les inconnues sauf u(t). Mieux vaut réfléchir avant . ..

(QP) implique que i(t) est remplacable immédiatement par u(t). Sachant cela, (9?) implique que 7' (t)
sera aussi remplagable par du u(t). Enfin (&) nous apprend que la dérivée de u,(t) sera remplagable par
7' (t) donc par du u(t).
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Toutes les grandeurs se ramenant a du u(t) « yapuka » le faire dans la derniére équation, (%5).
Ainsi, successivement :
0 de (9?), nous tirons
du(t u(t du(t
_ ) () C ()

i =-i -G =" -0

0 en remplagant dans ((*»%), nous obtenons

du(t)
dt
0 en dérivant cette derniére équation, nous trouvons

d2u(t) r+ R\ duw) i)
d? r a o

u(t) + gu(t) + RCy —uy(t) =0

RCy

O nous utilisons (9?) et (Qb) pour arriver a l’équation canonique suivante

[dzu(f,> L du(t) +weul) = } avec [ﬂ e TG+ RO+ TCQ} ot [wp2 e 1

dt? Q dt Q TRC] Cg TRCl CQ
" . n 1 e . L 9 1 1
= Remarque : il est bon de vérifier 'homogénéité des relations précédentes : « wy” = "ol 2 » et
T

« — = ——— = —— = — ». Tout va bien!

Q R*C? RC 7
O Approche nodale « quand la méthode est adaptée, ¢a marche mieuz » Comme le circuit est a trois
neeuds, il y a deux inconnues qui nous tendent les bras : uy(t) et u(t).

Ecrivons les deux lois des noeuds en terme de potentiels avec ces deux inconnues.

R r
I - U
Cy Cy
7777

(1) — u(t)

Uy
en B :

= 6 d:;(:) n 0 —Tu(t) -0 ot end: —C d1:11t<t) wu(t) ;ul(t)
Nous constatons alors trés rapidemment que la premiére loi permet d'écrire uy(t) en fonction de wu(t)
et de ses dérivées et que la 2¢ loi nous permet d’écrire u(t) en fonction de wuy(t) et de ses dérivées. Pour
obtenir une équation en u(t) il suffit de remplacer u,(t) dans la 2¢ équation, pour obtenir une équation en
uy(t), il suffit de remplacer u(t) dans la premiére équation. Cette approche est vraiment trés puissante.
du(t)
dt

=0

R
Remplagons donc uq(t) = <1 + ) u(t) + RCy dans la 2°¢ équation :
r

2
o (1 n ?) du(t) _RCLCy d*u(t) Cu() c du(t) —0

dt e r Ta
du(t) rCy+Cy(r+R)\ du@) 1 00
e RC,rCy & "rrROGM T
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Remarque : ¢’est quand méme plus rapide, non? ©
0 Résolution de I’équation
O Détermination du type de solution
Le type de solution pour u(t) dépend du signe du discriminant de I’équation caractéristique, il est
donc impératif d’en calculer sa valeur numérique.

2
wo Wo
x2+§x+w02:0 ~ A:@—
not o9 . . L . L . .. L .
Notons A = §2. Comme le discriminant de 1’équation caractéristique est positif, le régime est a
périodique et les solutions pour u(t) s’écrivent donc, avec x; et x5 les solutions de I’équation caracté-
ristique :

4uw? ™ 36,4025 572 > 0

ut) = e™ 't 4 pe! avec

w )
Puisque 2y 75 = wp? > 0 et —(z; + Zg) = 60 > 0, cela signifie que x1 et xo sont toutes les deux
négatives.

not 1 wot 1) .
Nous préférerons donc noter : [rl oy f—} et EEQ ey f—]. Finalement :

T1 T2

oo re )

O Détermination des constantes d’intégration

Il faut pour cela utiliser les conditions initiales, donc la continuité mathématique des tensions
aux bornes des condensateurs.

Nous en sommes & u(t) = Ae M4 uc’L/TZ.

Cela donne du(t) = A emtin _ Eo-t/m,

d T1 T2

De plus, comme la tension aux bornes des condensateurs est mathématiquement continue, les
conditions initiales donnent w(0+) = u(0-) = 0 et u; (01) =y (07) = V4.

Exploiter la premiére ne pose aucune difficulté : de u(0) = 0 nous obtenons la premiére équation
A+p=0.

0 Avec ’approche maillére. De (QD) nous tirons 7 %(0) = u(0) et 7(0) = 0.

Avec (C’i‘) u(0) — R'(0) — u1(0) = 0, nous en déduisons :

11(0 1%
io=-22  w g=-7
Et finalement avec (9?) :
. . du du Vo du Vo
'(0) +i(0) = —Cy —(0 —Cy—(0) = —— —0) =
TO+i(0 = =0 3O “Hx"="%r 7 @ &G
0 Avec ’approche nodale. La premiére loi des noceuds donne tout de suite, avec u;(0) = Vj et
w(0) =0 :
du Vo
Co—(0) = —
AT
Oui, c’est déja fini. L’approche nodale c’est vraiment trop trop fort! ©
Nous trouvons donc Vo A_p
TOUVOL ) ===
RC: T T

Les deux constantes d’intégrations sont donc solutions du systéme :
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A4+ pu=0
Y w - [_RCLVO__@
T1 T2 n RCQ 2(7—177—2)

Et ainsi [u(t) = [e —t/m _ e—t/rzﬂ

[0 Détermination du maximum de u(t)

u (V
100 V)
80
60
40
20
t(s)
1 2 3 4
. . du o
Le maximum est atteint en ¢y tel que E(ﬁg) =0, ce qui s’écrit :
A A ln(Tl/Tg)
0= —ZLeto/m 4 Zo—to/m _
Tle +TZe ~ 0 1/m9—1/7

Et comme U,y = u(ty), nous obtenons, tous calculs et toutes simplifications faites (et il y en a
beaucoup) :

0 Applications numériques

Méme si vous n’avez pas réussi a résoudre ce probléme il est plus que trés vivement conseillé d’essayer
de retrouver les valeurs numériques ci-dessous. Il s'agit la d’un excellent entrainement a I'utilisation de la
calculatrice. N'hésitez pas a venir me voir en cas de résultat non concordants.

Les données ne permettent pas de laisser plus de deux chiffres significatifs donc :

0 wo=0,223607 rad.s™'; Q = 3,79598 x 1072

O 7 =1,20834 x 102 s; 75 = 0,165526 s

O A=828713V; u=—828713 V;

0 to = 1,09276 ; ey = 82,0128 V.
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0 Exercice 10
_dait) . dga(t)

Avec les notations du schéma ci-dessous, nous avons iy (t) = 0 et ig(t) = BT

Comme 7y (t) = i(t), nous pouvons en déduire :

dagi (1) _ dga(t)
de dt
Comme lors du montage du circuit, ie. & un instant trés éloigné dans le passé, les deux conden-

not

sateurs étaient décharges, cela conduit & g(-00) = ga(-00) = 0, et ainsi C*® = 0 et q;(t) = ¢2(t) = q(t).

~ Q) = g +C"

Uy Uy

«—
O o ) e
qo e Gl ]

L’additivité des tension donne wy(t) + uq(t) = 2 E, soit :

T 2EG G

q(0) | q(0)
+ B

Y+ =F ~ q(0)
Cy Cy

Au bout d’une durée infinie, les condensateurs se comportent comme des interrupteurs ouverts
et donc tous les courants sont nuls. Avec les lois des mailles, cela donne directement

i=0) (1=0) (2=0] (@ =C1E] (g=CE)

Le circuit & étudier est un circuit a deux mailles et deux noeuds non transformable*. Comme les
grandeurs recherchées sont des intensité, rien de tel qu'une approche maillére et ce d'autant plus que des
intensités sont recherchées.

Les lois des mailles et les lois constitutives forment le systéme ci-dessous :

Uq U
E—w(t) = R(i(t) —iz() =0 (¥) Sl (SR @
R{(ir(t) = ia() — ust) + E=0 () | ! 4
i duy (t) N N 2
0=y A
QLI INE,
i) = Cy dqsff(t) ] ]
g i — iy

(%)wL(l') donne : uy(t) + ug(t) = 2 E, d’ou d7(ti1t(t) = —dquf(t).

Puis avec (#) nous arrivons a :
dul(t) dUQ(t) _ dul(t) l _ E . . —

Ul(t)JchlT‘FRCQTfE —dt +T7L1(t)74RCI+RCQ avec T*R(Cl”"CQ)

Nous savons que la solution générale est donc du type uy(t) = Ne YT 4 U p(t).

En cherchant u;,(t) = C', nous trouvons u;(t) = Ae ™ + E. Reste a déterminer la constante
d’intégration.

Comme la tension aux bornes d'un condensateur est mathématiquement continue, nous avons :

2. Du moins pour l'instant
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up(07) = u1(07) = @ = —2E02
! ! Ci Ci+0Cy
Cela nous permet de déterminer A. Nous arrivons ainsi, aprés simplifications a :
C-C
=F = T+ FE
uy(t) 02 T Cl (& +
duy (t E —
Comme i(t) = C uLlt) nous trouvons finalement : |i(t) = M e T,
t R (C] + 02)
d d
Nous avons aussi i5(t) = Cy L(Lj—zt(t) =—Cy 1:11:) et donc (apres calculs) :
E _
ia(t) = Me*t/f
R(Cy+Cy)

Enfin, comme i(t) = i1(t) — i2(t) nous trouvons

. o E Cl - 02 —t/T
ZwR(Q+@)e '
Procédons par ordre.

0 Calculons I’énergie fournie par les générateurs
O Energie fournie par le générateur traversé par iy(t)
Le générateur est en convention générateur, la puissance fournie instantannée vaut donc :

Pr(t) = Fugi(t) - i1 (t)

Ainsi :

« o EC, (C,—Cy) _, , C1(Cr — (Cy)
én = Pty dt = Ex 2 Rt g = (=22 22 o0
" A 1) A R(Cy+ o) © () oo, (-G

O Energie fournie par le générateur traversé par iy
Le générateur est en convention générateur, nous avons donc de méme Pp(t) = +ug(t) - ia(t) €t :

Ep = Ppt)dt = / E x

0 0

Cy (Cy — C)
Ci+ Cy

ECy(Cy—CY)

R oy S b=
1 2

(Cy—Ch)

O Energie totale fournie
En simplifiant :

(C1—Cy)?
Cy+ Cy
& Remarque : notons que si &0 est clairement positive, ce n’est pas le cas ni de & ni de & dont
les signes dépendent de Cy — C}. Autrement dit dans les deux générateurs, I'un aura effectivement
fourni de I'énergie alors que l'autre en aura effectivement regu.
0 Calculons I’énergie regue par les différents récepteurs
O Energie regue par Cy
L’énergie reque par un condensateur C entre deux instants t; et o vaut

Ehor = En +Ep = () = E?

1 1
E(trts) = 3 Crus®(ts) — 3 Crui®(t)
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Et donc en particulier ici entre les instants ¢; = 0 et t; = oo, en simplifiant :

E2C4 (C 4 3C) (Cr — Cy)
2(Cy + Cy)?

1 1
G = 3 Ch ur?(o0) — 3 Cru%(0) =

O Energie re¢ue par Cy
Nous avons de méme

_B2G(3C +0) (G = Cy)

&y = %C’Q 71,22(oc) — %CQ UQZ(U) =()

2(C + 02)2
O Energie recue par les deuz condensateurs
En simplifiant nous trouvons :
E? (C) — 02)2
bo=61+6E0=(")=— ——T—
¢ ! 2= () 2 Ci+0C

O Energie regue par le résistor
11 est en convention récepteur, donc P 3(t) = +ug(t) - i(t) d’ou :

o0 o E? (C) —Cy)?
= 5 = 2 = e —_——
é"rg 7/0 @rs(i) de¢ '/0 R*(t)dt ( ) 5 i+ O

O Energie totale regue
G -Gy

Nous avons &, o1 = ¢ + &g = E?
stot c 3 01+Cz

0 Rassemblement des résultats
Nous constatons avec un soulagement intense que &fior = &1 o1, C’est-a-dire que Iénergie totale
fournie est bien égale & 1’énergie totale regue. (Ouf!)

[0 Exercice 11

Il s’agit d'un circuit a deux mailles et deux nceuds. Nous cherchons des intensités, I'approche maillére
semble tout indiquée.

0 Approche maillére. Les lois des mailles et les lois constitutives forment le systémes ci-dessous.

E — R(i1(t) +i2(t)) —ur(t) =0 (#)
E — R(i1(t) + (1)) — Ria(t) —us(t) =0 (a)
W =C dzlt(”
ia(t) = C %

Manipulons :

O en faisant (////)7(5) nous trouvons :

dus(t
wy(t) = ua(t) + Ria(t) = us(t) + RC l:ff( )
O comme i (t) = C dzlt(t), cela donne
. dus(t) o d2us(t)
() = C a +RC F
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0 Péquation (e) s’écrit Riy(t) + 2 Rig(t) + ua(t) = E
O en remplacant iq(t) et is(¢) par leur expression en fonction de wus(t), nous arrivons a I’équation
canonique suivante

dZU/Q(t) 4 wo d?Lg(t) Tw 2, (t E avec Wo not 3 ot w 1
Yo du2(f) - 20 mot 2 -
@ g @ = me 0 RC "~ RC

Nous trouvons 13 une équation en us(t). Nous pourrions la dériver pour trouver une équation différen-
tielle en iy(t) que nous aurions a rédoudre. Ou alors nous pouvons résoudre en us(t) et en déduire 5(t).
Nous allons privilégier cette approche car au moins une des conditions initiales est rapide 3 trouver pour
ua(t) étant donné qu'il s'agit d'une tension aux bornes d’un condensateur et qu'en tant que telle, elle est
mathématiquement continue.

0 Approche nodale. Quitte 3 trouver une équation en tension et a la résoudre pour trouver i(t) et
io(t), autant essayer d utiliser I'approche nodale.

Nous avons un circuit 8 quatre nceuds et un générateur de tension donc deux inconnues : nous allons
naturellement écrire deux lois des nceuds en terme de potentiels.

A B

R
R R
L C
o LTk
C iy e iy

7777

Les lois des nceuds en terme de potentiels s’écrivent :

E—wu@) | us() —w() dug(t) _ Jua(t) —us() - dua(t)
i 7 -C a =0 et en B : 7 C a

dus(t)

en A :

=0

De la 2¢ loi nous tirons l'expression de uq(t) : uq(t) = uq(t) + RC qu’il n’y a plus qu'a

de
remplacer dans la premiére loi :
B up®) L dug®) L dug®) L dug(t) o, o dPus(t)
R~ r S V9w S ¢ 70

d?us(t) 3 dus(t)y  wp(t)  E
dt? RC dt R2C2 ™ R2(C?
® Remarque : 11 s’agit évidemment de la méme équation. Mais obtenue plus rapidemment! Comme
quoi quand l'objectif est de trouver une tension, c’est bien plus rapide en approche nodale.
0 Reésolution

s . P W
L’équation caractéristique est 2+ 60 T+ w02 =0.

2 étant positif, les solutions sont réelles (et le régime apériodique).
W
Comme leur somme vaut 760 < 0 et leur produit wy? > 0, elles sont toutes les deux négatives
1
(comme d’habitude) et nous les noterons —— et ——.
it T2

Le discriminant A =

Aprés résolution, nous trouvons :

L_9a )] o [L=9p-vE)

T1 2 T2 2
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La solution générale s’écrit donc ug(t) = Ae ™™ + pe ¥ 4 Ug p(t).

En cherchant us ,(t) = C', nous trouvons ug (1) = E.

Reste maintenant & trouver les constantes d’intégration.

Pour cela, servons nous des conditions initiales. Comme la tension aux bornes d’un condensateur
est mathématiquement continue, a ¢ = 0, nous avons :

U2(07) = uz(07) =0 et u1(0Y) = u1(07) =0
L’une des deux fournit une information intéressante pour us(t) mais pas I’autre. Cherchons encore
Avec ’approche maillére. Comme wuq(t) = us(t) + Riy(t), nous obtenons i5(0) = 0, d’ou 'autre

" . du
condition sur usy s’écrit —2(0) =0.

Avec l’approche maillére. La deuxiéme loi des noeuds en terme de potentiel donne tout de

dus
suite, avec u1(0) et ug(0) =0 : %(0) = 0. La aussi, c¢’est plus rapide.
dus A
Ainsi, comme ilzt(t) = —Detm _ Fo-t/m g constantes d’intégrations A et p vérifient le
T T
systéme ' ’
A+pu+E=0 375 — 5 3545
A n_, - )\:%E>O ot p:—%Ea)

1 T2

e 41,

Finalement us(t) = E 3\/?7075 e~m — 3\/?7(?5

duy(t)

nous arrivons, aprés simplifications a :

&2@) = % [feft/n + et/mD

Pour trouver i (t), quelle que soit 'approche utilisée, nous pouvons écrire :

Et comme iy(t) = C

. E t .
i =5 - u%) — 2i5(1)

Cela donne aprés calculs et simplifications :

5— \/5 eft/n 5 4’10\/5 eft/‘rg

it—E
=% 1710

O Petite vérification A t = 0, les condensateurs se comportent comme des générateur idéaux de
tension avec une tension nulle (parce que les condensateurs sont déchargés). Ainsi, a ¢ = 0, le circuit
est équivalent au schéma ci-dessous avec u; = 0 et uy = 0.

R A "R
e (D
1 B 12
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Nous trouvons sans aucune difficulté que dans ces conditions, i5(0) = 0 et 1(0) = %7 ce qui est
bien vérifié (heureusement !) par les expressions de i1(t) et ia(t).
O A revoir plus tard : approche nodale en complexe.

Pour les circuits d’ordre 2 ou plus, 'approche complexe est bien plus rapide et facile. Pour les
circuits d’ordre 1 ga se discute. Voyons ce qu’il en est ici.

Cherchons 'équation différentielle vérifiée par uo(t) en utilisant la notation complexe.

En appliquant la loi des nceuds en terme de potentiel en A, nous obtenons (en imposant la masse
en B) :

E/R+0xjCw+Uy/R
jCw+2/R

e plus entre u; et us, nous reconnaissons un diviseur de tension, ce qui donne :

ﬂ:

U — 1/(Cw) B 1 L ExU
=7 1/jCw)+R™ jRCw+1 jRCw+2

[(jRCw)2+1+3jRCw} Uy=E

D’ou 'équation différentielle vérifiée par us(t) en revenant en notation réelle.
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