Electrocinétique

Chapitre 5

Régimes sinusoidaux forcés




PCSI1, Fabert (Metz) I - La notation complexe en électrocinétique

Régimes sinusoidaux forcés I

Le but de ce chapitre est d’adapter a I’étude de circuits électrocinétique le nouvel outil qu’est la
notation complexe.
Nous admettrons le théoréme suivant :

Dans un circuit constitué uniquement de composants linéaires, s’il y a un seul
générateur (de tension ou de courant) sinusoidal,
alors toutes les grandeurs du circuit (tension et courant) :
[J sont sinusoidales

(1 ont la méme pulsation que celle du générateur

Le cas ol un circuit posséde plusieurs générateurs sinusoidaux sera vu dans le chapitre suivant.

I — La notation complexe en électrocinétique

I-1 — En électrocinétique, c’est comme en mécanique

I-1-2 — rappels

La grandeur réelle i(t) = I, cos (wt + ¢) est représentée par la grandeur complexe
i(t) = Ly ed@He) = I_meth ou :

I, = || = |i(t)| est Uamplitude réelle;

In = Iy el? est Uamplitude compleze:;

wt + @ est la phase instantanée;

@ est la phase a l'origine des dates.

Ooood

O Pour passer de la notation réelle & la notation complexe, il suffit de transformer cos() — e0.

O Pour passer de la notation complexe a la notation réelle, nous avons i(t) = Re(i(t)).

O La notation complexe n’est qu’une notation / une représentation : aucune tension, aucune intensité
n’est complexe. C’est juste un outil trés puissant pour étudier les régimes sinusoidaux forcés en
régime permanent.

U Rappelons que I’énorme avantage de la notation complexe, c’est la dérivation :

d .
— — Xjw

dt

I-1-22 — quelques nouvelles définitions

Lorsque deux grandeurs s’écrivent u(t) = Uy, cos(wt + ¢,) et i(t) = I, cos(wt + ¢;), le
déphasage de u(t) par rapport a i(t) vaut ¢, — ;.
Le déphasage est choisi tel que sa valeur soit comprise entre —m et 7.

Le déphasage de u(t) par rapport a i(t) est 'opposé de celui de i(t) par rapport a w(t).

(© Matthieu Rigaut 1/ 46 Version du 12 janv. 2011



PCSI1, Fabert (Metz) [.2 — Décrire le comportement des dipoles en RSF

[ L’avantage c’est qu’il est possible de parler de déphasage ou de comparer les phases de n’importe
quelles grandeurs.

Une grandeur sinusoidale & (t) = &1 cos(wt + 1) est dite en avance de phase sur
Ea(t) = Eam cos(wt + o) lorsque @1 > o et en retard de phase lorsque o1 < .

[J Donc bien évidemment si & (t) est en avance de phase par rapport a &(t), alors &;(t) est en retard de
phase par rapport a &;(t).

Deux grandeurs sinusoidales &;(t) = &1 m cos(wit 4 1) et &a(t) = Eom cos(wt + p2) sont

dites en quadrature lorsque ¢ — o = j:g.

I-2 — Décrire le comportement des dipdles en RSF
I-2-2 — notion d’impédance

O définition

L’ impédance d'un dipole se note Z et est le lien entre la tension complexe et 'intensité
) complexe du courant qui le traverse :
ot

0 ->—C__>— en convention récepteur, nous avons : u(t) = +2 i(t
——
u(t)

~—

)
it)
0 >—C__>—— en convention générateur, nous avons : u(t) = —Zi(t) ;
— >
u(t)

[0 D’un point de vue dimensionnel, cela donne :

et ainsi :

L’unité de I'impédance est le ohm (£2), comme une résistance.

0 En fait, 'impédance est analogue & une résistance, mais en version notation complexe.

Un dipole d'impédance Z impose un déphasage ¢ = arg(Z) de la tension entre ses

bornes par rapport a l'intensité du courant qui le traverse.

[J avec les amplitudes complexes

0 Comme nous avons u(t) = Uy el®? et i(t) = I_mej“t, nous obtenons :
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PCSI1, Fabert (Metz) [.2 — Décrire le comportement des dipoles en RSF

L’impédance Z est telle que :

i)
0 ->—C >—— en convention récepteur, nous avons : U, = +Z I, ;
) - o

i(t)
0 ->—C__>—— en convention générateur, nous avons : Uy, = —Z I,,;
% _ —_
u(t)

[J avec les amplitudes réelles

O Nous avons Uy, = |Uw| et I, = |I| et donc, en prenant le module des relations précédentes :

Pour u?)dipéle, quelle que soit la c_or)lvention, nous avons :
1t (¢

I-2-722 — impédance du résistor

[J Considérons le résistor ci-dessous pour lequel u(t) = Uy, cos (wt).

[1 Ecrivons la relation constitutive du résistor et passons la en complexe :

Un |
uz(;) (if{ i) ==Fe!" et u(t) = Une!

0 Ainsi : Zp = —- = R.
—

Pour un résistor, I'impédance vaut : Zr = R.

En convention récepteur, la tension aux bornes d’un résistor est en phase avec 'intensité
du courant qui le traverse.

1-2-7222 — condensateur idéal

[l impédance

[0 Considérons le condensateur ci-dessous pour lequel u(t) = Uy, cos (wt).
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PCSI1, Fabert (Metz) [.2 — Décrire le comportement des dipoles en RSF

[1 Ecrivons la relation constitutive du condensateur et passons la en complexe :

d
i(t) = +C# =—CUpwsin (wt) = C Uy w cos <wt+ g)
~ i(t) = Up Cwed@H™2) = U Cwel®t ¢d™2 = jCwlUy et et ut) = Uyel®!
=j
DAinsi:ZC:@:;.
— iy jCw
1 o 1
Pour un condensateur idéal, I'impédance vaut : Zo = Rron
2CT 50w

En convention récepteur, la tension aux bornes d’un condensateur est en quadrature avec
I'intensité du courant qui le traverse : la tension est en retard par rapport a 'intensité.

[1 méthode rapide pour retrouver I'impédance

du(t)

U D’apres la relation constitutive du condensateur, nous avons #(t) = C T

[0 Nous savons que la notation complexe de la dérivée n’est autre que la dérivée de la notation complexe,
ainsi :
du(t) du(t) delw?

1 o o — | th
ity=C ” C o CUn i jCwUye

0 Le résultat est alors immédiat.

I-2-7v — bobine idéale

[0 Considérons la bobine ci-contre pour laquelle i(t) = I, cos (wt).

(t) L
/BO00N

u(t)

[0 D’aprés la relation constitutive de la bobine, nous avons u(t) = L ——.

[0 En utilisant le fait que la notation complexe de la dérivée n’est autre que la dérivée de la notation

complexe, cela donne :

Q(t):L&:L&:L[_m et :jLw[meJ“’t ~ ;=

at at JLw

e

d ——
Un
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PCSI1, Fabert (Metz) [.2 — Décrire le comportement des dipoles en RSF

Pour une bobine idéale, 'impédance vaut : Z;, = j L w.

En convention récepteur, la tension aux bornes d’une bobine est en quadrature avec
I'intensité du courant qui le traverse : la tension est en avance par rapport a l'intensité.

I-2-v — cas général

[0 impédance

L’impédance Z d’un dipdle quelconque s’écrit sous la forme :

Z=R+jX on:

O R > 0 est la résistance du dipole et s’exprime en 2 ;
O X 20 est la réactance du dipole et s’exprime en €.

[0 admittance

L’admittance complexe Y d’un dipole d'impédance Z est définie par :

Yy &

N =

L’admittance Y d’un dipdle quelconque s’écrit sous la forme :

Y=G+jB ou:

O G > 0 est la conductance du dipdle et s’exprime en S;
O B 2 0 est la susceptance du dipole et s’exprime en S.

1
Attention a la définition de la conductance : R # G car Re(Y) #

I-2-v2 — comportement phénoménologique des dipdles

[ En ce qui concerne les résistors, aucune surprise, cela reste un résistor, méme en RSF.
U Regardons les impédance d’un condensateur et d’une bobine :

1 J
£e jCw Cw ¢ fL= )Y
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PCSI1, Fabert (Metz) [-3 — Etudier un circuit en régime sinusoidal forcé

[0 Nous pouvons constater que la réactance d’un condensateur est négative alors que celle d’'une bobine
est positive : ils ont donc des comportements absolument pas analogues mais qui peuvent éventuel-
lement se compenser & certaines fréquences particuliéres.

[J hautes et basses fréquences

En basses fréquences, w — 0 et ainsi Zz — +00 ou encore :

R

En hautes fréquences, w — +00 et ainsi Zc — 0 ou encore :

4{ }Ci w—+00

En basses fréquences, w — 0 et ainsi Z; — 0 ou encore :

L
/0000\ w—0

En hautes fréquences, w — +00 et ainsi Z;, — +00 ou encore :

L
/0000\ w—+00 /._

I-3 — Etudier un circuit en régime sinusoidal forcé

[ Le but de ce paragraphe est de transcrire les lois physiques en notation complexe.

1-3-2 — les lois

O additivité des tensions

L’additivité des tensions wq(t) + us(t) + - - - 4+ un(t) = u(t) s’écrit en notation complexe :
0wy (t) + ug(t) + -+ - + un(t) = u(t) en grandeurs instantanées

O Uim +Usm + -+ -+ Upm = Uy, en amplitudes complexes

[ Nous avons :

Re(uy () + ua(t) + -+ up(6) = Re(uy () + Re(uz(t) + - + Re(uy (1)
= U(t) + ua(t) + - - - + Up(t)
=wu(t) additivité des tensions

= Re(u(1))

0 Et en remarquant que seules les parties réelles on une signification physique, nous pouvons effective-
ment poser :
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PCSI1, Fabert (Metz) [-3 — Etudier un circuit en régime sinusoidal forcé

() + ug(t) + - -+ Un(t) = u(t)

U Cela donne en termes d’amplitudes complexes :

I
|5

Ui + Up@? 4 4 U2 = Un?™ ~ Um+Upm+ -+ Upm

O loi des noeuds

La loi des noeuds 2 () + 12(t) + - - - + i, (t) = () s’écrit en notation complexe :

<o+ in(t) = 1(t) en grandeurs instantanées

= I, en amplitudes complexes

Re(t1(t) + io(t) + - -+ +in(t)) = Re(ir(1)) + Re(ia(t) + - - - + Re(in(1))
=0 +20)+ -+ @)
=1i(t) loi des noeuds

= Re(i(1))

0 Et en remarquant que seules les parties réelles on une signification physique, nous pouvons effective-
ment poser :

O Cela donne :

[1—7mM+[2—7m/eM+...+In7mM:[_mM PUSY [1m+[2,m+"'+[n,m:[_m

I-3-72 — association de dipdles

[J loi d’association

) Zn Zy Zn i Zeq
SC oo 25—
S U T Ug Unp, —
< _ — _ u
U

( A

\ /

[l Finalement, avec ce qui précede, nous obtenons :
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PCSI1, Fabert (Metz)

[.3 — Etudier un circuit en régime sinusoidal forcé

et done :

[1 Pour des résistances en série, la loi précédente donne directement :

Zéq:é+é+..+zn

Req=Ri+Ry+---+R,

L] Pour des bobines en série, la loi précédente donne :

JLleqw=jLiw+]jLlyw+ - +jL,w

[J Pour des condensateurs en série, la loi précédente donne :

1 1

Cow  jCiw [ jCw

[0 en paralléle

[ Finalement, avec ce qui précede,

et donc :

;

\

1 1 1 1
+— —
jChw Ceq Ci
W 24
BEag ’
) éq

O 2 S5>C—Ho—

: 7]

L’association série de dipoles d’'impédance Z, est équivalente a un dipole unique
d’impédance :

— Léq:L1+L2+"'+Ln
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PCSI1, Fabert (Metz) [-3 — Etudier un circuit en régime sinusoidal forcé

L’association paralléle de dipoles d’admittance Y, est équivalente a un dipole unique
d’admittance :

Yéq:£+§+..+yn

[ Pour des résistances en paralléle, la loi précédente donne directement :

Req = ! + ! +---+ =
TR Ry R,
[l Pour des bobines en paralléle, la loi précédente donne :
1 1 N 1 P 1 1 1 n 1 R
p— LR _— = — _ e R
JLleqw JLiw  jLow jLyw Leq L1 Lo L,

[ Pour des condensateurs en paralléle, la loi précédente donne :
jCeqw=jCiw+jCow+---+jChw — Cqq=C1+Co+---+C,
1 1 1 Zi+ 2

O Comme = — 4+ — = — nous obtenons :
«a L1 Lo i

Pour deux dipoéles, nous avons directement :
Z 212y
L+ 2
= —(C__ > —

1-3-7222 — dorénavant

Toute loi peut s’écrire en notation complexe & condition de procéder aux changements :
O les grandeurs réelles — grandeurs complexes (en instantané ou en amplitude) ;

[0 résistance — impédances ;

[0 conductance — admittance.

O I existe quelques fois (surtout en 2° année) la convention :

i(t) = Iy e 39

qui vérifie aussi i(t) = Re(i(t)).
d

DDanscecasonadt — X —jw.
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PCSI1, Fabert (Metz) [-4 — Idoinotons

I-4 — Idoinotons
I-4-2 — I'idoinoton 3 en 1

[l montage

0 On considére le montage ci-dessous dans lequel ’AO est idéal.

Zy

41 E—
—L] > oo

U (t) —1t+

0 Analyse physique :
O il y a une seule rétroaction sur l'entrée inverseuse donc ’AO est en régime linéaire
U wug(t) va étre proportionnel & ue(t)
O Analyse technique :
O Tapproche nodale puisque nous avons affaire avec un AO et qu’en plus nous cherchons un
potentiel
[0 il y a deux potentiels inconnus donc deux lois

U relation de fonctionnement

O L’AO est idéal et en régime linéaire donc V_ = V. et comme V, = 0, nous obtenons V_ = 0.
0 Ecrivons la loi des neeuds en terme de potentiels & lentrée inverseuse :

e -0, %70 I 0 U= -2,y
—_— —_— — _ — A s = —— X e
Zy Zy \—/ - Zi —
=0 (AO ideéal)
[l 1°° cas
Ry L
U Prenons Z, = R; et Zy = R,. Nous obtenons alors : U, = R Uem ou encore, en notation réelle :
— 1
us(t) = —& (t)
S - Rl €
0 Il s’agit du montage amplificateur inverseur.
[ 2° cas
1
O Prenons Z; = e et Zy = R. Nous obtenons alors : Us,, = —j RCw U, ou encore, en notation
— jCw — Zem
réelle :
due(t
us(t)y = —RC et

dt

U Il s’agit du montage dérivateur.
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PCSI1, Fabert (Metz) [-4 — Idoinotons

] 3¢ cas
Ue,m
_j RCw

1
O Prenons Z; = Ret Z, = ol Nous obtenons alors : Usy, =
— — w

d'ott Uy = —j RC wUs,, ou

encore, en notation réelle :

dus(t)
ue(t) = —RC g
[ Il s’agit du montage intégrateur.
= Remarque : lorsque w — 0, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert. Il n’y a donc
plus de rétroaction sur I'entrée inverseuse et I’AO fonctionne donc en régime de saturation. Cela

justifie 'effet de dérive di a des defauts constant (ze. de pulsation nulle).

I-4-72 — association R,C en série

[0 Considérons la portion de circuit ci-dessous pour laquelle nous savons que #(t) = I, cos (wt) et cher-
chons la tension & ses bornes sous la forme u(t) = U, cos (wt + ¢).

O Avec la notation complexe, cela donne :

i(t) = Iy e'®? et g(t):%ejm ou %:Ume”’

[ L’additivité des tensions en complexe s’écrit :

I, 1
_m:Ul,m+U2,m:;+R[_m: <—+R>[_m

jCw jCw
[0 Ainsi :
1
jCw — )
X J > [Um: R +02w2><]m1.
= |—+R|[h,=|R——=—| I,
iCw | Cw
[1 Nous avons aussi :
= arg(Uy) = arg(l,) + ar L+R
0 . ; t | ~ @-—arcanRCw
= + arg _E = arctan _RC’w

Y
Lorsque X > 0 : arg(X +jY) = arctan <}>
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PCSI1, Fabert (Metz) [-4 — Idoinotons

Il faudra faire attention lorsque les nombres complexes dont nous voulons I'argument auront une
partie réelle négative ou (pire) une partie réelle qui change de signe.
I-4-222 — association R,L en paralléle

[0 Considérons la portion de circuit ci-contre pour laquelle nous savons que u(t) = U, cos (wt) et cher-
chons l'intensité traversant ’ensemble sous la forme i(t) = I, cos (wt + o).

() R

I

Uu(t)

O Avec la notation complexe, cela donne :

u(t) = Uy eI®? et i) = I, el¥t  on I_m:l'me”J

[l La loi des nceuds en complexe s’écrit :

O Ainsi, pour 'amplitude réelle :

1 1
[m = [m = T - m
| (JLw * R) Y

1 1

R+jLw

m

U Et pour le déphasage :

1 1
o = arg(ly) = arg(Un) + arg (JL—M + E)

[ = —arctan i]
= 04+arg| = — — | =arctan | ———

R Lw
. L | R . . , . )
0 Ici la partie réelle de T To tait bien positive donc pas de probléme pour I'expression de I’argument.
w

I-4-iv — circuit R,L,C
[ circuit

U Considérons le circuit ci-dessous dans lequel e(t) = Ey, cos (wt).
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PCSI1, Fabert (Metz) [-4 — Idoinotons

U Cherchons wu(t) sous la forme u(t) = Uy, cos (wt +¢). Nous devons donc trouver les expressions de Uy,
et de ¢ en fonction de E,,, R, L, C' et w.
O Analyse physique :
O régime sinusoidal forcé
O les grandeurs dépendront de E,,, R, L, C et w
[ il y a deux mailles et deux nceuds
O Analyse technique :

0 notation complexe!
[0 nous cherchons une tension, c¢’est 'approche nodale qu’il nous faut : une seule inconnue, une
seule loi.

[ résolution normale

[0 Mettons la masse au « bon » endroit et écrivons la loi des nceuds en terme de potentiels.

E-Un 0-Un 0-Un_, E_ (1
iLw 1 0 iLw \jLw 7YY TR
jCw
E

U Et ainsi : Uy, =

Lw]|
1-LCw+j=
w” +] R

[J autre méthode

0 Comme R et C' sont en paralléle, le circuit est équivalent au schéma ci-dessous o :

1
Rx
: jCw R
A=ibe ot H=RIC=T =R,
+
jCw

0 Comme Z; et Z, sont en série, nous pouvons appliquer un diviseur de tension et :
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1-4 — Idoinotons

Zy
m — — ><E‘m
R
_ 1+JRC’Rw X Em
L
et T Row
R

a R—LCRw?>+jLw

[J réponses

O Nous avons tout d’abord :

Ew

Un = |Un| =

L
1—LCw2+jEw

[l Pour la phase cela donne :

L
o = arg(Un) = arg(Ey,) — arg <1 ~LCW +j= w)

X By =

R
= - x B,
jLw(l+jRCw)+ R —
Em
L
1—LCw2+jEw
Emn

R

0 Ici la partie réelle change de signe! Pour écrire 'argument correctement, nous allons passer par une
astuce : transformer la partie imaginaire en partie réelle en factorisant par j. Cela donne :

L
©0=0—arg |j (%—i—j(LCwZ—l))

R(LCw?—1) ’

s
U Et ainsi : | = —— — arct
ainsi Ep 5 — arctan o

[J représentation graphique

Graphique 1

L
= —argj — arg <E —|—j(LC’w2—1)>

Graphique 2

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

omega

0.4+
0.24

omega
SOPO 10q00 15q00 ZOQOO 25q00 30q00

0 Le graphique 1 représente U, en fonction de w pour :
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PCSI1, Fabert (Metz) IT — Circuit R,L,C série en régime sinusoidal forcé

0 R =1000 k€2; 0 C' =100 nF;
0 L=0,10 H; 0 E,=5,0V. I
U Le graphique 2 représente ¢ en fonction de w. La courbe en rouge représente — arctan d .
R(LCw?—-1)

IT — Circuit R,L,C série en régime sinusoidal forcé

II-1 — Dispositif

[ Le générateur est sinusoidal, ie. e(t) = E,, cos (wt) et nous cherchons

1(t) = Iy cos (wt+ ;) et uc(t) = Ucm oS (Wt + ¢,)

O Analyse physique :
[0 c’est un circuit en régime sinusoidal forcé
[0 il n’y a qu’une maille
O GP: R, L, C pour les composants et E,, et w pour les contraintes

1
U comme il s’agit d'un circuit R,L,C' série, les grandeurs caractéristiques wy = 0 et Q) =
1 /L
RV C

0 Analyse physique :
[0 notation complexe a cause du RSF
[J une seule maille donc approche maillére.
0 Remarquons qu’avec le choix de e(t) comme origine des phases, nous avons Ey, = E,,el’ = E,, et @,
(resp. ;) représente le déphasage de uc(t) (resp. i(t)) par rapport a e(t).

Pour un circuit en régime sinusoidal forcé, le générateur est souvent celui qui sert de
référence pour la phase, ie. :
[0 son déphasage a l'origine est nul
[0 son amplitude complexe est donc une amplitude réelle, notée sans barre

II-2 — Amplitudes complexes
I1-2-2 — pour l’'intensité

[l La loi de POUILLET en complexe donne :

I, = Em = - jCw 5 X Epn
— iLw+ R+ 1 jRCw—LCw?+1
jCw
jRCw En ot jRCw

_ B o I
- LC?+jRCw R 1-LCR+jRCw 0
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PCSI1, Fabert (Metz) II-2 — Amplitudes complexes

II-2-22 — pour la tension aux bornes du condensateur

[ La loi constitutive du condensateur donne directement :

In E.
UCm: . = .
—— jCw 1-LCw?+jRCw

II1-2-732 — écriture canonique

U Introduisons les grandeurs caractéristiques du circuit R,L,C série :

1
[l la pulsation propre wy = ——;
b prop 0 m
O le fact d lité @) ! L
e facteur de qualité Q = — 4/ —.
d rR\VC

[ Nous avons alors : RC = é\/é x C = LC = 1

Q Qwo.

[ pour l’intensité

U En remplagant LC' et RC' par les expressions précédentes nous obtenons

. w
J
Iy = Quwo I
[ i g
wo? Q wo
e . 4 . not w .]x [0
0 Et en utilisant la pulsation réduite v = — 1| [y = —————% X —|.
“o |TN 1-24js @
Q
[0 pour la tension
U Procédons de méme :
E E
Yem = w? - w o 1 2m —Zm
1-—+j-— (17T TIg
wo? Q wo Q
II-2-7v — analogie mécanique
[0 Nous avions déja vu :
1
h+— R m<«— L k «—— 5
[0 Maintenant nous avons en plus, grace aux notations complexes :
position «—— ug¢ et vitesse «—— 1
1 : : o o . X I
® Remarque : il est possible de définir une impédance mécanique Zy6cn = V: ~ V: pour prolonger
m m

cette analogie (en général Z est définié comme le rapport de deux grandeurs dont le produit est
homogeéne a une puissance.)
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PCSI1, Fabert (Metz) II-3 — Courbe de résonance en tension

II-3 — Courbe de résonance en tension

I1-3-2 — rappel

0 Avec Ugy = ———— nous avons (résultats a savoir retrouver mais & ne pas connaitre par coeur) :
) 1 1
O wune résonance en z, = 4/1 — 5 bourvu que Q> —;
20Q V2
QFE. .,
O wune valeur de Uy = a la résonance.
1 —
402

0 Et pour @ > 1, ie. pour () > 5 nous avons :
[0 une résonance en x, = 1;
0 wune valeur de Uy = Q Ey & la résonance.

[ tracés

Graphique 3 Graphique 4

u
0.2 04 06 08 1 12 14 16 18 2

0 02 04 06 0.8 1 12 14 16 18 2

u

0 La résonance est aigué pour ) > 1.

II-3-22 — bande passante

La bande passante est 'ensemble des fréquences (ou des pulsations) telle que la valeur
intéressante soit au moins égal a la valeur maximale possible divisée par v/2.

La fréquence (ou pulsation) de coupure est une fréquence (ou pulsation) telle que la
valeur intéressante soit exactement égale & la valeur maximale possible divisée par v/2,
une fréquence de coupure est donc a la limite d’'une bande passante.

0 La raison du facteur /2 s’expliquera & la fin du chapitre.

U Ici la valeur intéressante est Uc ,, et nous connaissons déja la valeur maximale possible, c’est @ E,.

0 Dans le cas ou ) > 1, nous voyons graphiquement qu’il va y avoir deux valeurs x; et xs pour
lesquelles nous aurons :
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PCSI1, Fabert (Metz) II-3 — Courbe de résonance en tension

Umax
V2

UC,m(xl) = UC,m(IQ) =

[ L’équation a résoudre est donc :

Em QEHI
) T \/Q
1=+
O Cela donne :
2

2 x 2 1 2
(1—372) +@:@ ~ $4+<@—2>ZC2+1—@
———
—x122<0 12220

[l Nous pouvons déja en déduire que les deux solutions sont de méme signe et positives.

1 1
[ Le discriminant vaut alors en tenant compte du fait que @ < @ :
1 ’ 2 1 4 8 4
Cela d touj ! < !
ela donne, toujours avec — < — :
Q> Q
5 1 +2
: Q?  Q 1 1 1
=" T ~ 14— =4/1+=~14+—
U De méme :
1 2
2__2_@ 1 1
x%zQ—zl—— > ro=1——
2 Q 2Q

U En regroupant ’ensemble, nous avons :

“o
Q

1 1
Aw:wl—wg:woxl—woxgzwoAx:wo <1+m—1+m> -

Pour la résonance en tension aux bornes d’un condensateur dans un circuit R,L,C série,
lorsque () > 1, la bande passante est telle que :

wWo 1

O= AT Ax

0 II s’agit 1a d’une méthode simple pour mesurer graphiquement le facteur de qualité d’un dispositif.
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PCSI1, Fabert (Metz) II-4 — Courbe de résonance en intensité

II-4 — Courbe de résonance en intensité

I1-4-2 — rappel ?

U En mécanique, nous avions Vi, = et (résultats a savoir retrouver mais a ne pas connaitre

1—x2+j£
Q

par cceur) :

[ le maximum était en x, = 1;

0 le maximum valait V.. = Q V5.
Iy
- Q
0 un maximum en z, = 1;
[l de valeur I.

0 Ici, comme c’est — qui joue le réle de Vj, nous aurons :

O les tracés

U Cela change un tout petit peu.
Graphique 5 Graphique 6

[ interprétation de la résonance

E
[1 Nous pouvons constater qu’a la résonance, nous avons I, = — qui est un résultat surprenant étant

donné qu’il ne dépend ni de L ni de C'; comme s’ils n’étaient pas la.
U Réécrivons I'amplitude complexe de 'intensité :

En En
I = -

1
jLw+R+.— R : L _L
jCw +J< W a s

0 Comme les réactances de la bobine et du condensateur sont opposées, elles peuvent se compenser et
se compensent effectivement a la résonance :

1 1

Lw, —
“ C w,

O C’est I’ensemble LB C qui se comporte comme un fil, certainement pas chaque dipole pris séparément,
comme le montre 'étude sur Ug y,.
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PCSI1, Fabert (Metz) II-4 — Courbe de résonance en intensité

I1-4-22 — bande passante

[ Les graphiques précédents nous incitent a chercher les pulsations réduites de coupure x; et z5 telles
que

[ Cela donne successivement :

[l premiére méthode

O Et en posant € = £1 (ce qui permettra de résoudre tous les cas en une seule fois) :

1 € 9 €
——r=— ~ r+=—-1=0
T Q Q
1
O Calculons le dicriminant A = @ + 4 > 0 et écrivons toutes les solutions :
VA
Lo Q@
¢ 2

1
U Gardons uniquement les solutions positives en remarquant que VA > —. Cela donne :

1 / 1 1 / 1
Eﬁ:_@jL 1—0—?@2} et EL’QZE—F 1+@J

[l En rassemblant le tout, nous obtenons :

AWIWQA.T:CUO(.TQ—l’l):

“o
Q

Pour la résonance en intensité dans un circuit R,L,C série, quel que soit (), la bande
passante est telle que :

wWo 1

[ La aussi il s’agit d'un critére graphique permettant de mesurer expérimentalement Q).

[ deuxiéme méthode

1

1 1
U Soit x.; une pulsation de coupure, ze. telle que (— — xd) = —.
L1
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PCSI1, Fabert (Metz) IIT — La construction de FRESNEL

1
O Alors x.s = — est aussi une pulsation de coupure. En effet :

Te1
2 2 2
1 1 1 1
— X = | Teqg — — = — — T¢ = —
L2 ? ! Lcl Lcl ! Q2

[ Dans ces conditions, la bande passante vaut :

2
: » 1 1 1
Loy — T = — — X = — PUNY Ty — Lol = —
2 1 Tl 1 Q2 2 1 Q

O Avec cette méthode, nous n’avons pas calculé z.; et zgs.

III — La construction de FRESNEL

III-1 — Une autre représentation des grandeurs sinusoidales
III-1-2 — présentation

[ Cette représentation est basée sur la représeantation d’'un nombre complexe dans le plan complexe,
ie. on représente ces grandeurs (tension ou intensité) par des vecteurs tournants.

A

Un

wt—+ @

Y

u(t)

[l L’axe des ordonnées n’a pas de nom : ¢a a la dimension d’une tension, mais ¢a n’a pas d’interprétation
physique simple.
0 Quand t évolue, le vecteur représentant le vecteur tension tourne a la vitesse angulaire w.
axe des abscisses est 'origine des phases.
0L des ab t des ph
U Comme les vecteurs tournent de maniére synchrone, autant toujours les représenter a l'instant initial
de maniére & interpréter facilement les déphasages par rapport a la référence de phase.

Une grandeur sinusoidale u(t) = Uy, cos (wt + ¢) se représente par un vecteur de norme

Un et faisant avec l’axe des abscisses un angle ¢.

III-1-2¢ — quand D'utiliser ?

[J Cette construction n’est ni plus ni moins que du calcul sur les complexes en version géométrique. Les
résultats seront identiques mais la fagon d’y parvenir sera plus visuelle.
U Cette approche est pratique quand toutes les grandeurs intéressantes pourront étre sommeées car cela
reviendra a faire des additions vectorielles ce qui sera relativement simple. Cela implique :
[0 si les grandeurs intéressantes sont les tensions, il faut que tous les dipoles soient en série
0 siles grandeurs intéressantes sont les intensités, il faut que tous les dipdles soient en paralléle

La représentation de FRESNEL est tres utile pour les circuits simples : ceux & une maille

ou a deux noeuds.
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PCSI1, Fabert (Metz) III-2 — Représentation de dipoles usuels

II1-2 — Représentation de dipdles usuels
I1I-2-7 — le résistor

[ Pour un résistor, comme représenté ci-dessous, on avons ug(t) = Rig(t).

O Dans ces conditions : arg(ug(t)) = arg(R) + arg(ig(t)) = arg(igr(t)).
Ur ‘R ‘R

=0

LE RESISTOR AVEC LA CONSTRUCTION DE FRESNEL

Pour une construction en tension. Pour une construction en intensité.
Rlpm
U
L’intensité i (t) est choisie comme La tension ug(t) est choisie comme
origine des phases. origine des phases.

111-2-22 — la bobine 1déale

[ Pour une bobine, comme représenté ci-dessous, nous avons ur(t) = j L wir(t).

iL(t) L
/000

ur(t)

O Dans ces conditions : arg(ur(t)) = arg(j Lw) + arg(ip(t)) = il + arg(iL(t))
ur 'L 'L

2
=7/2
LA BOBINE IDEALE DANS LA REPRESENTATION DE FRESNEL
Pour une construction en tension. Pour une construction en intensité.
A
1 T
Lwlpmn, i
UL,m
% Lw
L’intensité iy (¢) est choisie comme La tension wuy(t) est choisie comme
origine des phases. origine des phases.

1I1-2-7222 — le condensateur idéal

io(t)

[J Pour un condensateur, comme représenté ci-dessous, nous avons uc(t) = —

jCw’
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PCSI1, Fabert (Metz) III-2 — Représentation de dipoles usuels

uc(t)

.- . . . m
O Dans ces conditions : arg(uc(t)) = arg(ic(t)) — arg(j Cw) = arg(iL(t) — =
— — —_— — 2
=m/2
LE CONDENSATEUR IDEAL DANS LA CONSTRUCTION DE FRESNEL
Pour une construction en tension. Pour une construction en intensité.
/
u CwU
I
Cw >
\ 4 1
L’intensité ic(t) est choisie comme La tension uc(t) est choisie comme
origine des phases. origine des phases.

III-2-7v — retrouver le comportement en construction de FRESNEL

[ 11 est trop lourd, inutile et dangereux d’apprendre par cceur les comportements des différents dipoles
en construction de FRESNEL.

[0 Mais comme il faut les connaitre, il ne reste plus qu’a savoir les retrouver trés vite.
[1 Pour cela le plus simple est de repartir de I'expression de I'impédance complexe Z qui introduit un

déphasage ¢ = arg(Z) a la tension par rapport a l'intensité.

U Ensuite, connaissant Zr = R, Z;, = jLw et Zg = - , il est facile de tout retrouver.

jCw

I1I-2-v — dipole quelconque

O caractére inductif

Un dipole posséde un caractere inductif lorsqu’il se comporte « un peu » comme une
bobine, ie. quand :
U Z=R=jX avec X > 0;
[l en convention récepteur, la tension a ses bornes est en avance par rapport a l'intensité
qui le traverse.
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PCSI1, Fabert (Metz)

IIT-3 — Association de dipdles

Pour une construction en tension.

UI’II

Y

L’intensité i(t) est choisie comme
origine des phases.

[l caractére capacitif

Un dipéle inductif dans la construction de FRESNEL

Pour une construction en intensité.

T

I

La tension wu(t) est choisie comme
origine des phases.

U Z=R=jX avec X <0;

qui le traverse.

Un dipéle posseéde un caractére capacitif lorsqu’il se comporte « un peu » comme un
condensateur, ie. lorsque :

[l en convention récepteur, la tension a ses bornes est en retard par rapport a l'intensité

Pour une construction en tension.

T

Y

U

L’intensité i(t) est choisie comme
origine des phases.

III-3 — Association de dipdles

II1-3-7 — association série

[1 Reprenons I'exemple précédent de la premiére partie.

UN DIPOLE CAPACITIF DANS LA CONSTRUCTION DE FRESNEL

Pour une construction en intensité.

I

.Y

La tension wu(t) est choisie comme
origine des phases.

unl) o)
ity R ¢
< ut)

U Ici, comme les deux dipdles sont en série, nous allons utiliser la construction de FRESNEL avec ()
comme origine des phases puisque c’est la grandeur commune aux deux dipoles.

[0 Nous avons donc i(t) = I, cos (wt) et u(t) = Uy cos (wt + ¢).

[l La construction de FRESNEL de l’association est représentée ci-dessous.
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PCSI1, Fabert (Metz)

IIT-3 — Association de dipdles
T
I 14
Cwl U
O Pyth 1 =\/R21,° ™ _ I 2 !
ythagore donne alors Uy, = \/ R? [,," + 2z Im R? + Ik
U De méme la trigonométrie donne :
Iy
Cw 1 1
tanp = — W — - — _arct
an ¢ I 700 % arctan (RCW)
0 Ce sont bien les résultats trouvés précédemment.
I1I-3-72 — association paralléle
[ Reprenons ’exemple de la premiére partie.
tr(t) R

U Comme u(t) est la grandeur commune aux deux dipodles, nous allons la choisir comme origine des
phases. Nous avons ainsi u(t) = Uy, cos (wt) et i(t) = I, cos (wt+ ).

U La construction de FRESNEL de ’association est représentée ci-dessous.

A
U /Ry
U v
Tl i
Un® Un’ 1 1
[0 Pythagore donne alors I, = Tz + 722 = Un\ 12 + YEPER
[0 De méme la trigonométrie donne :

tanyp = —

~ = —arctan [ —

Lw v (L w)

0 Ce sont bien les résultats que nous avons trouvés avec la notation complexe.
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PCSI1, Fabert (Metz) III-3 — Association de dipoles

I111-3-7222 — 1doinoton

[J Reprenons l'idoinoton de la premiére partie dans lequel nous avions e(t) = E, cos (wt).

U La aussi, nous allons chercher u(t) sous la forme u(t) = Uy, cos (wt+ ) avec Uy, et ¢ & exprimer en
fonction de E,,, R, L, C et w.

[0 Tous les dipdles ne sont pas en série ou en paralléle. Il nous faut d’abord trouver comment se

représente 'association paralléle C')/ R en construction de FRESNEL avant de 1’associer en série avec
la bobine.

[l d’abord l’association R,C ...

[0 Représentons le comportement du dipdle R,C' avec la construction de FRESNEL.

Un/R

[ 11 s’agit d'une association paralléle, nous allons donc prendre la tension commune comme origine des
phases.

[ L’intensité qui passe alors dans ce dipole est telle que, avec Pythagore :

Lim = Un” C202 Up? = Un | o + C20?
dm = ﬁ‘F w m — Um ﬁ+ w

1
U D’apres la définition de I'admittance nous avons Iy, = Y Uy, et avec Y = — nous obtenons :

/1 R
_ 2,2 _
Y — 2+Cw et Z = o

U De plus, la géométrie du triangle rectangle donne :

Cwly
tan U/ RCw
CwU, RCw
siny = YU =7ZCw= o
Z 1
cosw:Um/R———
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PCSI1, Fabert (Metz) III-3 — Association de dipoles

O ... ensuite on cherche U, ...

U Le montage initial est donc équivalent au circuit ci-dessous.

/AR
_/
g
IN
=
Lw I,

=

I

- ¢

[ L’intensité du courant étant identique pour les trois dipdle, c’est elle que nous choisirons comme
origine des phases. Il faut donc faire attention a la représentation de € et aussi a 'interprétation
géométrique de .

U Pythagore donne donc :

En? = (Z Iy costh)’ + (Z Iy sintp — Lwl )°
= Upn? cos® ) + Up? sin® Y + L2 w? I,> — 2 Lw I, Uy, sin

U Iy
_ 2 2, 2 Ym m
L2w2
=Un?x [ 1+ 5 (1+ R*C*w?) -2 LCwW?

L2 2
= U2 x (14 L2C%* —2LCW? + Rj)

2
L
—U2x | (1 - Low?) + (%)

U Nous avons donc U, = = EEL,.

... et enfin ¢

[ Pour déterminer tan ¢, nous allons calculer cos ¢ et sin ¢ grace a deux relations géométriques.
U L’additivité des tensions donne : uy(t) = e(t) —u(t), ce qui s’écrit, pour la représentation de FRESNEL :

—

I =€—1u
O En élevant au carré :
— — —\ 2
s = (&— 1) ~ ULva:EmQJrUmZ—ZEmUm cos

U,
et avec Uy = Lw Iy et I, = 7m nous obtenons :
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PCSI1, Fabert (Metz) IV — Aspect énergétique

2, 277 2 2 L?w?
L*w* Uy 1+&2(1—
2 2
B2+ Un2— 12021, Ewm +Un Iz Z?
— = ~s o CoSp =
cosy 2 B,y U, 2 B,y U, v 2¢
sing  sin(—p)

U Les relations géométriques du triangle donnent :

E, Lwl,’

A
or sin @ = cosy = T’ ce qui ameéne a :

Z sin(—¢) , Z Lwly, LwUy, ng
= ~ my = — = — = ——
RE, Luwl, Y TR B RE, R
1 Nous avons ainsi :
1 L 2
tang0281mp:——w><£>< §
Cos ¢ R ) 1.2 2
e <1_ ZQ>
B Lw><2>< 1
R L? w? 1
b= ta
Lw 1
:—fXZX 3
L?w? 2.2 2 22 Lw
1 2 (1+RCW)+(1—LCW)+ f
B Lw><2>< 1
R L?w? 2 ~2 4 2 ~2 4 2 L?w?
1-— 7 —L°C*w+ 1+ L°C"w —2LCw" + e

wa 2 Lw " Lw
—_ = — s = — arctan
R “2-2LCu? R(-LCuw 7 R(1— LCu?)

1 =
[0 De plus avec arctan x 4+ arctan — = —, nous trouvons bien le résultat :

R(l—Lcuﬂ))

a
= —— t
@ 2+arc an( o

[0 Nous constatons aisément que la méthode avec les complexes est bien plus facile que la méthode avec
FRESNEL lors d’association quelconque. En revanche, s’il n’y a qu’un seul type d’association (tous
les dipdles sont en série ou tous les dipoles sont en paralléle), FRESNEL peut étre trés rapide.

IV — Aspect énergétique

IV-1 — Puissance moyenne consommée par un dipole

IV-1-2 — en terme de puissance moyenne

[l analyse du probléme

[0 Considérons un dipdle quelconque en convention récepteur.
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PCSI1, Fabert (Metz) IV-1 — Puissance moyenne consommeée par un dipole

0 Nous savons alors que la puissance qu’il regoit a chaque instant s’écrit & (t) = +u(t) i(t).
[ Le probléeme est que cette grandeur va étre variable dans le temps étant donné que

u(t) = Upy cos(wt + ) et i(t) = I, cos(wt + ¢;)

[ représentation graphique

0 Considérons un dipole quelconque en convention récepteur et représentons le chronogramme de u(t),

i(t), P(t).

.

P
\ A |
N N N N

[0 Nous pouvons déja voir pour ce dipole que la tension est en avance de phase par rapport a l'intensité.
[0 Nous pouvons aussi constater qu’il existe des moments ot :
[ le dipéle posséde un caractére récepteur Z(t) > 0 dans les zones|
0 le dipdle posséde un caractére générateur Z(t) < 0 dans les zones
0 L’énergie totale recue n’est autre que 'aire sous la courbe &(t) et nous devinons qu’elle est globale-
ment positive.
[l Pour ce dipole, la puissance moyenne recue est positive.

IV-1-1 — et surtout pas complexe

(] La puissance recue par un dipole n’est pas une grandeur linéaire.

[ En effet, si tous les générateurs ont leurs f.é.m. multipliées par 2, alors toutes les tensions et toutes
les intensités seront multipliées par 2 étant donné le caractére linéaire supposé du circuit (sans lequel
la notation complexe n’a pas de raison d’étre).

[ Dans ces conditions, la puissance instantanée regue est multipliée par 4!

Il n’est pas possible d’associer a la puissance instantanée recue une représentation

complexe.
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PCSI1, Fabert (Metz) IV-1 — Puissance moyenne consommeée par un dipole

IV-1-712 — expression simple — facteur de puissance

[J Juste calculons la puissance moyenne recue par le dipole ci-dessous pour lequel nous avons :

u(t) = Uy cos(wt + ¢,) et i(t) = Iy cos(wt + ¢;)

1 (7 I
P={(21) == / D) dt = / w(t) i(t)dt
0 0

T T

1 (T

=7 U Inn cos(wt + @) cos(wt + ;) dt
0

 Unln /T cos(2wt + @y + ;) + cos(py — ©;) a
== ) 5

U Iy Un I
=7 ((cos(2wt + ou+ ¢1)) + (cos(py — g01)>> = cos(pu — ¥i)
La puissance moyenne regue par un dipole vaut P = = cos ol :

O U, et I, sont les amplitudes réelles de la tension a ses bornes et de l'intensité le
traversant

0 ¢ est le déphasage de la tension par rapport a l'intensité

[ P est appelée la puissance active et s’exprime en W

[ cosp est appelée le facteur de puissance

m -m

[l La grandeur est appelée puissance apparente et s’exprime en V.A et non en W.

[ Bien que la puissance recue soit une grandeur physique donc indépendante de la convention avec
laquelle le dipdle est étudié, il faudra faire attention a ce que le dipdle soit bien en convention
récepteur pour bien calculer le déphasage v, — ¢;

[l interprétation

0 Reprenons le graphique de Z(t) et réinterprétons a ’aide de I'expression

Um [m Um [m
P(1) = =57 cosQwit + pu + i) + o cos(pu — 1)
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PCSI1, Fabert (Metz) IV-2 — Le cos ¢ est caractéristique du dipole

Plus le facteur de qualité est élevé moins le dipodle restitue de 1’énergie au circuit.

IV-2 — Le cos ¢ est caractéristique du dipoéle
IV-2-7 — le voir dans 'impédance

O Pour un dipdle en convention récepteur, nous avons u(t) = Zi(t) et donc ¢, = arg(Z)+p;, c’est-a-dire

¢ = arg(Z).
0 Ecrivons 'impédance sous sa forme exponentielle et algébrique :

Z=2ZeY=Zcosp+jZsing=R+jX

Le facteur de puissance dépend uniquement de 'impédance du dipoéle et vaut :
R Re(Z)

wosp=—=—)

IV-2.-722 — le voir dans 'admittance

O Pour un dip6le en convention récepteur, nous avons i(t) = Y u(t) et donc ¢; = arg(Y)+p,, c’est-a-dire

¢ = —arg(Y).
[0 Ecrivons I'impédance sous sa forme exponentielle et algébrique :

Y=Ze ¥ =Y cosp—jYsinp=G+jB

Le facteur de puissance dépend uniquement de 'admittance du dipoéle et vaut :

G Re(Y)

COSQOZ?—T.

IV-2-112 — dipoles usuels

0 Nous avons Zgr = R, Z¢ = et Zr =jLw.

] w
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PCSI1, Fabert (Metz) IV-3 — De trop nombreuses autres ex

pressions

[0 Nous pouvons donc voir que le facteur de qualité du résistor vaut 1.

Un résistor consomme toute la puissance qu’il regoit. I

[ De plus :

arg(Zc) = —g et arg(Zp) = +g ~ cospc =0 et cospr=0

En moyenne les condensateurs idéaux et les bobines idéales ne consomment pas de

puissance.

U C’est normal : n’oublions qu’il s’agit, pour tous les deux, de réservoir énergétiques.

IV-3 — De trop nombreuses autres expressions
IV-3-1 — avec les caractéristiques du dipole

O Ecrivons le facteur de qualité en fonction des caractéristiques du dipole :

Unl ‘[m [m2
= cosp = TRG(Z)

Re(Z)  Re(Z) . Re(2)
= =1, ~r P
Z U/ I Un 2

[0 De méme, en travaillant avec I’admittance :

cosp =

Re(Y) Re(Y) Re(Y) Un Im Uy,
—= = m COS SD —_=
Y [m / Um Im 2 2

cos =

Re(Y)

La puissance moyenne regue par un dipdle peut s’écrire :

1V.3-72 — avec la valeur efficace

[J définition

signal :

T
Usg? = <u2(t)> = % / u?(t) dt
0

La valeur efficace Uy, d’un signal périodique u(t) est la valeur moyenne quadratique de ce

[J pour un signal sinusoidal

[0 Prenons un signal quelconque : u(t) = Uy, cos (wt+ ) :

1

T T

1

Ug? = T / U2 cos? (wt+@)dt = U2 T / cos® (wt+p)dt = Uy <COS2 (wt+<,0)> =
0 0

U 2
2
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Pour un signal sinusoidal d’amplitude Uy, et de valeur moyenne nulle, la valeur efficace
vaut :

Un
Ueff = =

U Le 230 V domestique est une valeur efficace : en fait, 'amplitude de la tension délivrée par u.é.m.

vaut 230v/2 = 325 V.

[J expression de la puissance regue

La puissance moyenne regue par un dipdle peut s’écrire :

P = U Ig cosp ou P = I Re(Z) ou P = Ug® Re(Y)

IV-3-122 — avec les grandeurs complexes

[J Considérons un dipdle en RSF en convention générateur et les représentations complexes de la tension
a ses bornes et de l'intensité du courant qui le traverse.

u(t) = Uy, el ?m ed®? et i(t) = Iyel¥ielwt

Le complexe conjugué d’une grandeur complexe X se note X*. I

O Calculons w(t) i* () :

u(t) Z*(t) =U, ej<p1LM]m eI gttt - ol (Pu—epi)
0 Et ainsi : Re(u(t) () = Upy Iy cosp!

La puissance moyenne regue par un dipdle peut s’écrire :

P— % Re (g(t) @'*(t)) ou P==-Re (Q*(t) Z(t))

(v o 1)

L’expression précédente n’est pas du tout la représentation complexe de la puissance car nous n’avons
pas Z(t) = Re(qqch(t)). Cette expression nous fournit une valeur moyenne a partir de grandeurs en
notation complexe. Nuance.

IV-3-iv — puissance et bande passante

[ Rappelons que la bande passante a été définie comme 1’ensemble des fréquences ot la sortie valait
au moins la valeur maximale possible divisée par v/2.
0 Les valeurs de sortie intéressantes étaient en fait des tensions ou des intensités qui concernaient

forcément un dipole particulier (éventuellement résultant de 1’association de plusieurs dipoéle). Dans
2

o . . A . . m
ces conditions, ce dipdle recevait en moyenne la puissance P = 5 coS .
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[0 Nous constatons que la puissance regue est proportionnelle au carré de 'amplitude réelle de la
tension. Ainsi la puissance regue sera maximale lorsque I'amplitude sera maximale. Notons cette

U 2
. not m,max
puissance Py, = —5 COS .

m,max

V2

O A lintérieur de la bande passante, I'amplitude de la tension valant au moins , la puissance

recue vaudra au minimum :

A Tintérieur de la bande passante, le dipole étudié recoit, en moyenne, au moins la
moitié¢ de la puissance maximale qu’il peut recevoir.

0 11 est possible de définir des bandes passantes telles qu’a I'intérieur de ces bandes passantes, la puis-
sance regue soit au minimum de 80 % de la puissance maximale possible, mais conventionnelement,
si rien n’est précisé, c’est ce facteur 50 % qui est choisi.

IV-4 — Cas du R,L,C série
IV-4-7 — une association de consommateurs ?

[J Considérons le circuit ci-dessous étudié dans la partie II.

R L
— I IC
UuR(t) ULy <——

[0 Autant ne pas calculer pour chaque dipdle la tension entre leurs bornes mais plutét utiliser la grandeur
commune i(t) et I'expression de la puissance recue en fonction de I'admittance :

i~ i~ 1,2 1,2
PRZTSQB(é):R? PC: =

U Le bilan énergétique moyen s’écrit donc : Py = Pr > 0 ol P, est la puissance moyenne fournie par le
générateur.

IV-4-11 — expression de la puissance consommeée

[J Comme nous ne connaissons pas l'impédance d'un générateur, nous ne pouvons pas calculer la puis-
2

sance qu’il fournit avec une expression du type % Re(Yr). En revanche, nous pourrions le faire
m

Tm cos @, OU g est le déphasage entre e(t) et —i(t) (pour que le générateur soit en

convention récepteur).
0 Cherchons plutét Pg!

avec Py =
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O Retrouvons rapidement I, avec la loi de POUILLET :

;o E, B jCw
Zm — 1 1= 24
Riilws 1-LCw?+jRCw
C
1 1 L VvLC 1
OOrLC=-—FGet RO=~4/7C0=""—= :
w02 Q C Q QWO
w
Qwo Em not Jl‘
I = - =
I R “RTQU-)tja "
wo? JQWO
L? R Rl e L ol
almsl I°r R 2 2 ‘_‘ 2 Q(l xZ)_'_Jx 0 QRXQQ(]_—.IQ) +$2 ou

IV-4-iii — représentation de P(x)

[l comportement asymptotique

O Techniquement lorsque © — 0, w — 0 et P(z) ~ 2% Py — 0.
U Physique le circuit se comporte comme ci-dessous et nous avons P(zx) — 0 car ¢ — 0.

SUQPO PO
~=2 0
rt 2

U Techniquement lorsque x — +00, w — +00 et P(z) ~
[ Physique le circuit se comporte comme ci-dessous et nous avons P(z) — 0 car ¢ — 0.

e(t)
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[ tracés

Graphique 7 Graphique 8

0.8

0.6

0.4+

0.5+
0.2+

0 1 2 3 2 0 1 2 3 4

X X

0 Sur le graphique 7 nous avons représenté P(z) a Py fixé pour différentes valeurs de Q) : @ = 0,1;
@ =1; Q = 10. La courbe la plus pointue est celle correspondant & ) = 10.
2

m

[0 En pratique, il est assez difficile de faire varier () sans faire varier ni Py = —— ni wy car cela impose

de modifier a la fois R et E,,. 2

U C’est pourquoi sur le graphique 8 nous avons représenté P(z) pour différentes valeurs de R telles que
Q@ =05;0Q =1et Q= 2. Nous pouvons alors constater que la valeur maximale de la puissance
consommeée par le circuit est d’autant plus élevée que le facteur de qualité est faible ce qui est normal
étant donné le comportement du circuit a la résonance.

[J bande passante
2
0 Puisque P = R ——, la bande-passante pour la puissance n’est autre que la bande-passante pur I,

intensité traversant le circuit R,L,C série.

max

[ En effet, en terme de puissance, la bande-passante est telle que P(z.) = 5 e qui correspond bien

[m,max

V2

U Rappelons les résultats :
U il y a toujours résonance en wy

a ly(z.) =

1
[0 la bande-passante est telle que 22
Wo Q@

IV-5 — Relévement d’un facteur de puissance
IV.-5-1 — probléme — analyse

[l probléme

U Considérons un moteur électrique consommant P = 10 kW de puissance active sous une tension
efficace Uy = 220 V et qui possede un facteur de puissance cos ¢ = 0,70.

[J Nous voulons savoir quel condensateur mettre en paralléle de ce moteur pour que ’ensemble ait un
facteur de qualité cos ¢’ = 1.

[ Quel peut-étre 'intérét d’un tel dispositif ?
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(1 analyse

[0 Schématisons tout d’abord ce qu’il se passe avec le moteur « seul » et avec le condensateur.

Les moteurs électriques étant constitués de bobines, ils ont un effet inductif. I

[1 Dans ces conditions le courant 7y;(¢) traversant le moteur est en retard par rapport a la tension a ses
bornes (effet inductif). Ce retard de phase, caractéristique du moteur n’est autre que le ¢ du cos .
Connaitre cos ¢ c’est connaitre beaucoup de chose sur Zy.

[ Une fois le condensateur branché, la situation est la suivante.

i(t)
in(t)
]
u(t) CM) —_
io(t)

0 Etant donné que le moteur et le %)ndensateur sont en paralléle, iy (t) est rigoureusement le méme
I
0 11 faudra faire en sorte que i(t) et u(t) soient en phase pour avoir cos ¢’ = 1.
0 Analyse physique :
[ petit circuit a deux dipodles et un générateurs, tous en paralléle
O circuit en RSF
U grandeurs pertinentes : C, P et cos ¢ en tant que caractéristiques de composants, U.g et w en
tant que contrainte
O Analyse technique :
[l approche nodale donc en terme de courant et d’admittance
[ soit notation complexe soit FRESNEL puisque tout est en paralléele

dans les deux cas puisque Iy m =

IV-5-12 — solution « complexe »

[J condition de mise en phase

U Reschématisons le circuit avec condensateur en complexe.
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O Pour ce dipdle équivalent, le facteur de qualité sera tel que cosy’ = 1 lorsque la tension u(t) et
I'intensité i(t) seront en phase, ¢e. dés lors que Yg, sera réel.

O Notons Yy = G + j B 'admittance (provisoirement inconnue) du moteur. L’admittance équivalente
est alors telle que :

Yeq=Yau+Ye=G+jB+jCw=GCG+j(B+Cuw)

[0 La condition de mise en phase est donc C'w = —B. Reste a déterminer B.

O Nous savons que Yy = Yye ¢ ol ¢ est le méme que dans le facteur de puissance. Il ne reste plus
qu’a calculer Yy.

1. P
Yu = T e P= Uett Lo cOs @ ~ Yy=———
Ueff

O Nous avons alors :

P P
B =Im((Yy) = —Yu sing = —— sing = ——5—— /1 —cos? ¢
- Ueg” cos ¢ Uegt” cos @

U Finalement :

IV-5-221 — version Fresnel

[0 Faisons une construction en intensité du montage { moteur + condensateur } sans oublier effet
inductif du moteur, ie. sans oublier que l'intensité est en retard par rapport a la tension. L’origine
des phases est prise sur la grandeur commune aux deux dipodles, ze. sur u(t).

A Itot,m A
( Itot,m -
% 7
CwlU,
-[M,m Cuw Um IM,m

U La construction est telle qu’a la fin Iy ., soit en phase avec u(t).
U Géométriquement, nous voyons alors qu’il faut C'w Uy, = Iym sin g ou C'w Ueg = Iy e Sin g ou
U De cette relation, il ne manque que Iy e que nous pouvons déterminer comme précédemment :

i) - i

WUer \ Uegr cos p w Uegr® cos @

[l Le résultat est identique, évidemment.

IV.-5.2v — intérét

O Pour que le courant électrique arrive quelque part, il faut 'acheminer par des lignes électriques
(normal!). Mais & ce moment la, l'effet JOULE agit et la puissance perdue lors du transport de
I’énergie électrique est proportionnelle a Itot’egQ.

0 Avant le rajout du condensateur :
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P
Iavant = U
off COS
O Aprés le rajout du condensateur, la puissance totale consommée vaut P’ = P + Po = P car un

condensateur ne consomme pas de puissance en moyenne. Nous avons ainsi :

P P
Ia rés — - < Iavan
P Uesg cos ' U ¢

[l La diminution relative des pertes vaut :

1
—1
Iavan 2 Ia rés2 2
n = t[ L :cosglo =1 —cos’p=0,51
avant
cos? @

0 Ici il y a donc deux fois moins d’énergie perdue par effet JOULE avec le condensateur.

U L’effet bobine du moteur est tel que le moteur renvoit un peu d’énergie au réseau électrique. C’est
cette énergie voyageuse inutile qui crée un surplus d’effet JOULE. Avec le bon condensateur, cette
énergie renvoyée ne retourne pas d’ou elle vient mais s’accumule provisoirement dans le condensateur.

IV-6 — Adaptation d’impédance
IV-6-7 — du déja vu

[J Considérons un montage vu sous sa forme générale : une partie fournisseuse d’énergie et une partie
consommatrice d’énergie.

générateur
—_—
N
=
charge

Il y a adaptation d’impédance lorsque la puissance transférée entre le générateur et la
partie utile d’un circuit est maximale.

IV-6-12 — condition d’adaptation

[J Considérons le cas général simple ou le circuit peut étre modélisé par le circuit suivant :
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[ La puissance recue par Z, s’écrit :

1 Zy 1
P =-Re(U, I,* avec m=—"-—F et I,= E
2 (—_ ) —  Zut g —  Zut é
(] Cela donne donc :
1 Zy 1 1 Zu E? Zy
P=-Re —— EX————FE|=-Re| ——=FE*| =—Re | ——
2 ZotZy  ZitZ 2 |Zu+ Zg* 2 |Zu+ Zg|*
U Notons Z, = R, +j X, et Z;, = Ry +j X, cela donne :
E? R, +iX, E? Ry
P=— xRe 2+‘] 5| == X 5 5
2 (Bu+ Rg)™ 4 (Xu+ Xg) 2 (Rat Ry)™ + (Xu+ X)
U II faut maintenant trouver les conditions sur X, et R, pour que cela doit maximal.
U Tout d’abord nous pouvons constater que quel que soit 12, la puissance est maximale pour X, = —X,.
. E? R,
U II reste maintenant P = — X ————.
2 (Ry+Ry)

O Calculons la dérivée :

AP (Ry+ Ry’ — Ru2(R.+Ry) Ry— R,

dR, (Ry + Ry)"* (Ry + R,)"

U La condition recherchée est donc R, et R,.

Il y a adaptation d’impédance pour Z, = Z,".

IV-6-712 — idoinoton
[l probléme — analyse

O Considérons le circuit suivant pour lequel il n’y a pas d’adaptation d’impédance et introduisons entre
le générateur et la charge un quadripole permettant de réaliser I'impédance.

———————————————————————

U Cherchons les valeurs de L et C' permettant de réaliser l'adaptation.
O Analyse physique :

U circuit en RSF

U les résultats vont dépendre de R, R, et w.
O Analyse technique :
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[0 notation complexe
[l il va étre plus pratique de considérer le quadripole dans la partie utile que dans la partie
générateur

[l condition d’adaptation

[0 Déterminons tout d’abord I’expression de I'impédance de la nouvelle charge :

jRyLw 1
- A =
e = () 2L) & Zc Ru+jLw+ij

O La condition d’adaptation impose Zeq = Z,* = Ry. Or :

_jRLw(R,—jLw) 1 R, L?w? Ry Lw 1

Z, — = -
4 R+ L2 w? ‘]Cw Ru2—|—L2w2+J R2+L2w? Cuw

O Par identification avec les parties réelle et imaginaire de Z, = R, nous arrivons a :

R, L?w? . RZLw 1
—_— = e =
R, + L2 w? & R2+1%2w? Cuw

[l La premiére condition ne contient que du L, nous pouvons donc en déduire :

R, R
RuLQWQZRgRu2+RgL2w2 ~ L2w2:7 ~ L:— gJ
w g

0 Ensuite en divisant les deux conditions afin d’éliminer les dénominateurs en R,2 + L2w? :

L L 1 R
oy C= C= :
R.C & 7 RiRy wRy \| Ru— jo

U Nous pouvons constater que ce mode d’adaptation n’est possible que si 2, > R,.
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Régimes sinusoidaux forcés I

Au niveau du cours

[0 Les définitions

0 Sont a savoir :

amplitude, amplitude complexe, phase, pulsation, phase a I'origine
impédance, résistance, réactance, admittance

bande passante

puissance active, facteur de puissance

adaptation d’impédance

I I

[J Les grandeurs

U Connaitre la dimension d’une impédance, d'une admittance, d'un facteur de puissance.

[J Les lois

0 Sont & connaitre :

les impédances des dipoles usuels

les associations de dopodles en série et en paralléle

les lois électrocinétique en régime sinusoidal forcé

la représentation de FRESNEL des dipoles usuels ainsi que la construction de FRESNEL
les expressions de la puissance moyenne consommée par un dipdle

la condition d’adaptation d’impédance

Oooogod

(1 la phénoménologie

0 Connaitre :

le comportement en hautes et basses fréquence des dipoles usuels

la résonance en tension aux bornes d'un R,L,C' série

la résonance en intensité dans un R,L,C série

I'interprétation graphique et énergétique du facteur de puissance

le comportement qualitatif d’'un moteur électrique du point de vue électrocinétique

I I

U les exemples fondamentaux

[ Connaitre le R,L,C' série.

Au niveau de I’analyse
[1 Analyse physique

0 11 faut :
[l savoir repérer a priori de quelles grandeurs vont dépendre le résultat recherché
[l savoir déterminer le comportement asymptotique de circuits
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[l Analyse technique

0 11 faut savoir :
[ savoir choisir entre I’approche maillére et 'approche nodale en fonction des grandeurs recher-
chées et du nombre d’inconnues que cela engendre
[ savoir traduire les conditions de mise en phase de deux grandeurs
[l savoir choisir entre ’approche par la notation complexe et ’approche par construction de
FRESNEL

Au niveau des savoir-faire

[ outils mathématiques

[0 Connaitre parfaitement :
[0 la manipulation de nombres complexe
[0 le calcul du module d’'un nombre complexe
[0 D'expression de I'argument d’un nombre complexe avec la fonction arctan

[ petits gestes

O 1II faut :

[ savoir déterminer le comportement asymptotique de fonctions & valeurs complexe et en déduire
leurs éventuelles valeurs limites.
[l savoir déterminer une bande passante

[ exercices classiques

0 Savoir refaire :
O le reléevement d’un facteur de puissance d’un moteur électrique jusqu’a cos ¢’ = 1.
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