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PCSI1, Fabert (Metz) I — Analyse fréquentielle

Filtres I

Comme nous le savons, en électrocinétique, il y a I'électricité et 1’électronique. L’électricité s’oc-
cupe davantage des transports énergétiques alors que l’électronique s’occupe plus des signaux et
des informations qu’ils transportent. Jusqu’a présent nous avons davantage centré nos efforts sur
I’électricité car seul le chapitre sur I'amplificateur opérationnel reléve de 1’électronique. Nous allons
maintenant nous pencher sur cette derniére.

Dans ce chapitre nous allons tout d’abord présenter ’analyse fréquentielle d'un circuit. Cela nous
permettra de mieux comprendre ce que sont les filtres et leur utilité. Nous verrons ensuite comment
représenter graphiquement leur fonctionnement. Nous pourrons alors étudier tous les filtres classiques.
Enfin, dans une derniére partie, nous verrons quelques aspects plus approfondis du filtrage en général.

I — Analyse fréquentielle

I-1 — Une autre vision des signaux périodiques

I-1-i — ce sont tous des (sommes de) sinusoides!

[l propriété fondamentale

Tout signal périodique de période T' peut s’écrire sous la forme d’une somme de
: : . : : : 27
fonctions sinusoidales de pulsations multiples de la pulsation w = -

+00

u(t) = co + Z cn cos(nwt + )

n=1

Cette écriture est appelée décomposition en série de FOURIER.

Pour un signal de période T :

0
[0 la sinusoide correspondant a la pulsation w = T est appelée le fondamental

T
[l les sinusoides correspondant aux pulsations w = n - avec n # 1 sont appelées les

harmoniques

[ 11 s’agit d’une propriété mathématique. Bien str il existe des conditions que doit vérifier une fonction
u(t) pour se décomposer en série de FOURIER, mais en physique ces conditions sont toujours remplies.

[J exemples

U Regardons un signal triangulaire décomposé en sinusoides.
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PCSI1, Fabert (Metz)

[-1 — Une autre vision des signaux périodiques

Graphique 1

Graphique 2

nombre d’harmoniques : 1

. A

0.5+

17

nombre d’harmoniques : 3

0.5+

Graphique 3

0.5+

nombre d’harmoniques : 13

[J Nous pouvons voir :

[0 uniquement le fondamental sur le graphique 1
0 le fondamental et la premiére harmonique non nulle sur le graphique 2
0 le fondamental et 5 harmoniques non nulles sur le graphique 3

U Regardons un signal rectangulaire décomposé en sinusoides.

Graphique 4

Graphique 5

nombre d’harmoniques : 1

0.5+

14

nombre d’harmoniques : 7
N p
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™ \./ \./
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PCSI1, Fabert (Metz) [-1 — Une autre vision des signaux périodiques

Graphique 6

nombre d’harmoniques : 50

An Al
VY vV

0.5

'AS Al

[1 Nous pouvons voir :

0 uniquement le fondamental sur le graphique 4
0 le fondamental et 3 harmoniques non nulles sur le graphique 5
U le fondamental et 24 harmoniques non nulles sur le graphique 6

[J autre écriture

[ 11 est aussi possible d’écrire une fonction périodique sous la forme :

u(t) = ag + Z (an cos(nwt) + by, sin(nwt))
n=1

O Cette écriture est plus pratique en ce qui concerne les calculs étant donné que nous avons :

1 [T 9 (T T
ap = (u(t)) = T / u(t) dt ap = — / u(t) cos(nwt)dt b, = — / u(t) sin(nwt)dt
0 0 0

O Aprés avec de la trigonométrie, il est possible de passer d’une représentation & une autre, comme par

exemple ¢, = \/a,2 + b,>

La représentation d’un signal périodique en somme de ¢,, cos(nwt) est plus physique car

chaque ¢, représente I’amplitude de ’harmonique n.

I-1-22 — représentation fréquentielle

[] signaux usuels

Le spectre d’un signal est la représentation de I’amplitude de chacune de ses
composantes sinusoidales en fonction de la pulsation.

0 Cela revient a représenter le ¢, en fonction de w.
[0 Regardons ce que cela donne pour un signal sinusoidal de pulsation wy.
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PCSI1, Fabert (Metz) [-1 — Une autre vision des signaux périodiques

Cn A

ey

Wo

O Dans une sinusoide, il n’y a qu’une seule sinusoide (non? si!) et le spectre se réduit & un trait unique
de hauteur 'amplitude de la sinusoide.

[0 Regardons maintenant sur les graphiques 7 et 8 les spectres des signaux triangulaire et rectangulaire.
Graphique 7 Graphique 8

1.4 144
121 1.2

1 1
0.8+ 0.8+
0.6+ 0.6+
0.47 0.4+

0.2 0.2

. “||||||||IIIII|||||||||
10 20 30 40

0 10 20 30 40 50 o

50

[J Nous pouvons constater que :
[0 il n’y a pas d’harmoniques paires
[ les harmoniques décroissent plus vite pour le signal triangulaire

Un signal triangulaire symétrique ne comporte

que des harmoniques impaires décroissant en —.
n

Un signal rectangulaire symétrique ne comporte

1
que des harmoniques impaires décroissant en —.
n

[1 phénoménologie

O Pour les signaux symétriques, il est assez facile de montrer que les harmoniques sont d’ordre impaire.

Les discontinuités d’un signal engendre des harmoniques d’ordre élevé.
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PCSI1, Fabert (Metz) [-2 — Phénoménologie d’un filtre

[ propriété fondamentale

La décomposition en série de FOURIER est unique : a un signal correspond une et une

seule décomposition.

U Cette propriété est fondamentale car elle signifie que toute I'information d’un signal périodique est
contenue dans cette somme !

O Autrement dit, il est possible de « voir » (ou « lire ») le signal uniquement en représentant son
spectre.

[0 Avec I'habitude, c’est ce que nous ferons : plus ¢a ira, plus nous parlerons en termes de fréquences
et non en termes temporels.

I-2 — Phénoménologie d’un filtre
I.2-2 — de I’utilité des circuits linéaires
[0 avec le théoréme de superposition

[ Imaginons que dans un circuit linéaire il y ait une tension d’entrée :

e(t) = B cos(wi t) + By cos(wat + )
O Alors, parce que le circuit est linéaire, nous pouvons écrire que toute grandeur du circuit peut s’écrire
sous la forme :
u(t) = Upm cos(wi t + 1) + Uz cos(wat + 1 + @2)

avec :
O Upm cos(wit+ ¢1) la tension lorsque l'entrée se réduit & £ ,, cos(ws t)
O Uy cos(wat + 1 + ¢2) la tension lorsque entrée se réduit & Es , cos(wat + 1)

Dans un circuit linéaire chaque composante du spectre peut étre traitée

indépendamment des autres.

0 d’ot1 'importance du RSF

0 Nous pouvons donc constater que le cas particulier du régime sinusoidal forcé n’est pas si tant que
cela un cas particulier puisqu’il correspond en fait aux harmoniques présentes dans n’importe quel
signal périodique !

O Cette approche, en terme d’harmoniques, ie. en termes de fréquences est tellement puissante / pra-
tique / utile pour tout ce qui est linéaire qu’il est méme possible de I’étendre a des signaux qui ne

sont pas périodiques. Dans ces conditions la somme de sinusoides n’est pas une somme en E mais

une somme en / dw.

0 du déja fait !

0 Remarquons que cette approche fréquentielle est naturelle dans un domaine déja étudié : I'optique.
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PCSI1, Fabert (Metz) [-2 — Phénoménologie d’un filtre

[ En effet chaque radiation de longueur d’onde A était traitée indépendamment des autres : peu im-
portait la déviation de la radiation rouge pour déterminer la déviation de la radiation bleue pour le
prisme.

O La aussi c’était di au caractére linéaire des lois de l'optique. Si tel n’avait pas été le cas (avec des
indices dépendant de la puissance totale transportée par exemple), nous n’aurions pas pu avoir une
telle approche.

0 I1 faut bien comprendre que I'approche fréquentielle, si naturelle en optique, est rigoureusement
analogue en électrocinétique. Si tel ne semble pas étre le cas c’est parce qu’en électrocinétique la
vision temporelle reste importante.

I-2-72 — mon premier filtre
[l montage

[ Considérons le circuit ci-dessous.

€(t)T<> — |uc®
C

[0 Dans ce circuit nous avons :
O e(t) = E1mcos(2m fit) + By cos(2m fot) avec By =10V, f; =1,0kHz; By, =0,1 Vet
f1 =60 kHz
O R=10kQ et C =30nF

[ simulation et interprétation

[ Observons e(t) et uc(t).

odiz ouhez udbed oobee ooigs  0dor  oohs2  0ba4 00b%e  oobee  Goo4

[J Nous pouvons voir :
0 que l'entrée correspond & une somme de sinusoide, la petite « floutant » celle de grande
amplitude
[0 qu’a la sortie, il ne reste que la grande sinusoide « nettoyée » de la petite
(] la tension de la grande sinusoide est 1égérement plus faible en sortie qu’en entrée
[0 il y a un léger déphasage entre la sortie et I’entrée
[0 Nous sommes donc face a un filtre qui, ici, élimine les hautes fréquences pour ne conserver que les
basses fréquences.
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PCSI1, Fabert (Metz) I.3 — Tout est dans la fonction de transfert

I-3 — Tout est dans la fonction de transfert

I-3-1 — qu’est-ce que la fonction de transfert ?

Un filtre en électrocinétique permet de modifier une grandeur, dite entrée, en une autre
grandeur, dite sortie.

La fonction de transfert d’un filtre est la fonction qui permet de déterminer la grandeur
de sortie connaissant la grandeur d’entrée.

[0 exemple
0 Dans le filtre précédent, la grandeur d’entrée était e(t) et la sortie était uc(t).

e(t).

0 Reprenons 'exemple précédent et cherchons la sortie en fonction de 'entrée, ie. uc(t) en fonction de

0 Comme nous 'avons déja dit, grace au caractére linéaire du circuit, nous pouvons nous intéresser a
chaque composante sinusoidale prise séparémment.

Un filtre s’étudie toujours en régime sinusoidal forcé.

[ Ici avec un simple diviseur de tension :

1
jCw 1
U m — JiEm - %Em
& po L 1+jRCw
+
jCw
Un filtre amplificateur de tension est caractérisé par le gain en tension défini par
He _ s,m
H(jw) Uom
O Ici le gai tensi ‘écrit H(j L
ci le gain en tension s’écri =\
& 209 =1 RCw

[ Lorsque rien n’est précisé, le filtre étudié est un filtre amplificateur de tension et la fonction de
transfert recherchée est le gain en tension.

[l forme canonique

0 Bien que cela ne soit pas obligatoire, la plupart du temps, les fonctions de transfert s’écrivent sous
la forme d’une fraction de polynémes en jw :

H( ) N(Jw) N0+N1jw+N2 (jw)2
w pu— =

= D(jw) Do+ Dijw+ Dy (jw)?
0 Dans ’exemple précédent : N(z) =1et Dz) =1+ RCx.

(© Matthieu Rigaut
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PCSI1, Fabert (Metz) I.3 — Tout est dans la fonction de transfert

I-3-22 — que faire de la fonction de transfert ?

La fonction de transfert permet de déterminer I'amplitude et le déphasage de chaque

composante sinusoidale du signal de sortie.

[ Pour cela, il suffit de prendre module et argument.
0 Ainsi, dans I'exemple précédent :

1 1
Uy = E. et Ap = ar - = —arctan(27 f RC
J1+2rfRO) 4 g<1+J27rfRC> @mfRC)
O Numériquement (C'= 100 nF et R = 1,0 kQ2) :
entrée sortie
fréquence | amplitude | phase a l'origine amplitude phase a 'origine
1,0 kHz 1,0V 0 0,846733 V —32,1419 °
60 kHz 0,1V 0 2,65165 x 1073 V —88,4805 °

I-3-722 — relation entre équation différentielle et fonction de transfert
[0 En fait c¢’est une nouvelle méthode pour tout ce qui est régime transitoire.
U idée

d

O C’est simple, il suffit de tout écrire en polynéme de jw et de faire xjw — TS

[l exemple précédent

U Reprenons le gain en tension de I’exemple précédent :

Uc,m 1
2 — A 1 RC U nl:Ue ~ U RC . U nl:Uem
Ue,m 1 +J RCQ} ( +'] CU) ¢, ~e YCm + (J w) c, 7

d
U Et ainsi, en notation réelle : ug(t) + RC Udct(t) = e(t).

[J idoinoton

0 Cherchons I’équation différentielle vérifiée par i(t) dans le circuit suivant.

|
R Cl|

€(t)T R —

0 Analyse physique :
[J c’est un circuit en régime transitoire, a priori du 2¢ ordre
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PCSI1, Fabert (Metz) I.3 — Tout est dans la fonction de transfert

O léquation différentielle va dépendre de R, C' (composants) et e(t) (contrainte)
O Analyse technique :
[0 vision en RSF du circuit, c’est plus facile pour trouver une ED du 2¢ ordre
[l approche nodale : un seul noeud principal mais donne un potentiel et pas un courant
[0 approche maillére : le courant total délivré par le générateur se répartit entre le résistor et le
condensateur
[1 Nous pouvons donc directement écrire qu’il y a un diviseur de courant pour le courant total :

YC I YC Em
— — Om: — X —
Yo+ Yr—"" Yo+Yr  Zc+Zr+ Ze

I avec Zsy =CJR

0 En remplagant et en simplifiant, cela donne :

o jCw " By _ JRCw " jCwFEy,
fm = 1 = - -
jiCw+ — —,R L+jRCw JRCaH—l—l—i‘]Rcw
R 1 jCw 1+jRCw
R+J,Cw+ T
R+ —
+jC’w
jRCw xjCwkEy  JRCwxjCwkhky

" jRCw+ (jRCw2+1+jRCw+jRCw 1+3jRCw+ (jRCw)?
0 Et ainsi en développant I, + 3 RC (jw) Iy + (RC)? (jw)? Iy = RC? (jw)? Ey, soit :

i(t)+3RC@+(RC)2

2, 2
d=i(t) _Re? d=e(t)
dt

dt? dt?

I-3-2v — pseudo-intégrateur

(] intégration en terme fréquentiels

1
En termes fréquentiels, intégrer revient a multiplier par —.
w

Un filtre est dit pseudo-intégrateur lorsque sa fonction de transfert vaut H(jw) = — sur

une plage limitée de pulsations.

[ En regardant la décomposition de FOURIER d’un signal périodique, nous pouvons dire que chaque
pulsation s’écrit w = nwy ol wy est la pulsation du fondamental. Ainsi, intégrer revient a diviser
chaque harmonique par son rang n.

1
U Souvenons nous qu’'un rectangle posséde un spectre qui décroit en —. Dans ces conditions, sa primitive
n

sera un spectre dont la décroissance sera en — . Ce sera un signal triangle!
n

O circuit
1

1+jRCw’
(© Matthieu Rigaut 9 /59 Version du 23 fév. 2011
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PCSI1, Fabert (Metz) I.3 — Tout est dans la fonction de transfert

€(t)T<> — |uc®
C

00 En hautes fréquences, ie. pour RC'w > 1, nous avons H(jw) ~ -

, te. le filtre se comporte
j w

comme un intégrateur.

[ simulation

0 Regardons ce que donne le signal de sortie pour deux valeurs de fréquences telles que RC w = 0,3 et
RCw =30 avec C'=100 nF et R = 1,0 k2.

0.

0.4

0.2

02 0.01 02

04 -0.02 0.4

0.0 08
08 0.002 0.00201 0.00202 0.00203 0.0¢ 284

2.001 2.do2 2doa 2004

0 Nous pouvons contater que lorsque RC w > 1, l'intégration se passe bien. Toutefois, le signal de
sortie est faible, ce qui n’est pas surprenant étant donné que la fonction de transfert s’écrit, pour ces
Hy

jRCw’

pulsations H(jw) =

I-3-v — pseudo-dérivateur

0 L’idée est la méme que pour l'intégration.

[l dérivation en terme fréquentiels

En termes fréquentiels, dériver revient a multiplier par jw.

Un filtre est dit pseudo-dérivateur lorsque sa fonction de transfert vaut H(jw) = Hyjw
sur une plage limitée de pulsations.

[ En regardant la décomposition de FOURIER d’un signal périodique, nous pouvons dire que chaque
pulsation s’écrit w = nwy ol wy est la pulsation du fondamental. Ainsi, dériver revient a multiplier
chaque harmonique par son rang n.

O Ainsi, le signal triangle, qui posséde un spectre qui décroit en — aura, une fois dérivé, un spectre a

n2
. 1 .
décroissance en — : ce sera un signal rectangle!
n
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PCSI1, Fabert (Metz) IT — Représentation graphique de la fonction de transfert

O circuit — fonction de transfert

O Considérons le circuit ci-dessous.

—
e(t)T<> R| | [ur(®)

[0 Avec un diviseur de tension, nous trouvons :

R iRCw , iRCw

- 1 Lm =775~ Lm ~ H(Jw)zi

R 1 1+jRCw = 1+jRCw
+ =

jCw

UR,m -

jRCw

[0 En basses fréquences, ie. pour RCw < 1, nous avons H(jw) ~ , ie. le filtre se comporte

comme un dérivateur.

[ simulation

U Regardons ce que donne le signal de sortie pour deux valeurs de fréquences telles que R C'w = 0,03

et RCw =3 avec C =100 nF et R = 1,0 k€.

012
05

05 ﬁ ﬁ 001
04

04 0.008

03 03 0.006

0.2 0.2 0.004

0.1 0.1 0.002

0.1 01 0,002
02 02 0.004
03 03 -0.006

04 04 -0.008

05 05 | S | S A7}

- 10012
e T o0b1 00012 00613 T.0b14 462 0024 0028 0032 0.036 004 0044 0048 0052 0.056 008

U Nous pouvons contater que lorsque RC'w < 1, la dérivation se passe bien. Toutefois, le signal de

sortie est faible, ce qui n’est pas surprenant étant donné que la fonction de transfert s’écrit, pour ces
pulsations H(jw) = Hy x j RC w.

IT — Représentation graphique de la fonction de trans-
fert
II-1 — Cas du R,L,C série

II-1-2 — montage — analyse

[J Dans toute cette partie, nous allons étudier le montage suivant en tant que filtre.
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PCSI1, Fabert (Metz) II-1 - Cas du R,L,C' série

««|(]) 18 [0

O Analyse physique :
U filtre donc circuit en RSF
O grandeurs pertinentes : R,L, C' (composants), U, et w (contraintes)

1 1 /L
O c’est un R,L,C série donc les résultats vont dépendre de wy = et Q= —=1/—=.
p 0 TO Q r\VC
0 Analyse technique :

[ circuit a une maille, c¢’est un circuit simple, un diviseur de tension ¢a ira.

II-1.-72 — c’est bien un filtre
[] fonction de transfert

[l Etant donné que tous les dipdles sont en série, nous pouvons écrire un diviseur de tension :

jLw . UL m LC w?
Upm = En ~ H(jw) = = - .
—m 1 _ 2
R+ ——+iLuw E. 1-LCw?+jRCw
jCw

[l écriture canonique

1 1 /L vVLC 1
ONousavons LO = — et RC=—4/=-C= —— = et ainsi :
wo? QVC Q Q wo
w2
— )
HGw) = — C;JO ~ H(jz) = — ;E T avec x:wi
w w :
Wo Wo

L tracé

O Représentons |H|(w) pour les facteurs de qualité @ : 0,1;0,5; 1; 2; 5; 10.
Graphique 9

104

0 1 2 3 4 5

[ Les courbes présentant les pics correspondent aux facteurs de qualité les plus élevés.
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PCSI1, Fabert (Metz) II-2 — Gain en décibel
II-2 — Gain en décibel

11-2:7 — une drole de définition

Le gain d’une fonction de transfert s’écrit :

G = |H(jw)|

Le gain en décibels d’une fonction de transfert s’écrit :
Gas = 20 log(|H(jw)|)

O Rappelons que le gain « tout court » d’une fonction de transfert est son module : G = |H(jw)]|.

Il faut que H(jw) soit sans dimension pour pouvoir parler du gain en décibels. Si la fonction de
transfert avait été dimensionnée, il aurait fallu écrire Ggg = 20 log M avec H,ee une valeur de
référence (en général le maximum). .

[l origine de la définition

P.
U En fait le gain se mesure en bel et vaut G = log FS ou P, et P, sont respectivement les puissances
fournie en entrée et regue en sortie. ‘

[ Or nous savons que P, o< Us,m2 et P, Ue7mz, ce qui permet d’écrire :

Usm
Gp = 2log ;= = 2 log |[H(jw)

e,m

O Enfin, en comptant en décibel et non en bel, cela donne bien Gaqp = 20 log |H (jw)|.

[ interprétation des dB

O Inversons la définition :

Us m — Ue m X 10GdB/20

Un gain de 20 dB correspond a une amplification d’un facteur 10.
Un gain de 40 dB correspond a une amplification d’un facteur 100.

Un gain de -20 dB correspond & une atténuation d'un facteur 10.
Un gain de -40 dB correspond a une atténuation d'un facteur 100.

Un gain en décibel positif correspond & une amplification.
Un gain en décibel négatif correspond a une atténuation.
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PCSI1, Fabert (Metz) II-2 — Gain en décibel

Un gain positif correspond & une amplification du signal.
Un gain négatif correspond a une atténuation du signal.

Un gain nul en décibel correspond & une non amplification non atténuation du signal.

II-2-72 — un diagramme particulier

Les diagrammes de BODE sont des représentations d’une grandeur en fonction du
logarithme décimal d'une autre.

. L, . . w
[0 Nous nous commencerons par représenter le gain en décibel en fonction de log .

Wref
NER:
log
_3 _2 _1 ]- 2 3 Wref
1073 1072 107! 10! 102 10° w
Wref

pour respecter 'homogénéité, il faut représenter en fonction de log ol wyr est une pulsation

Do
de référence. Cette pulsation sera choisie de maniére assez naturelle u;fé fois connue la fonction de
transfert.

O Par exemple, pour le circuit R,L,C' série, nous savons déja que la pulsation de référence sera la
pulsation propre. Il serait inopportun de choisir autre chose étant donné que cette pulsation est
véritablement caractéristique du fonctionnement du circuit R,L,C' série.

[ Pour le tracé, soit il se fait & la main, juste pour une allure et & se moment la ’axe représente

w . .1 . . .
, soit c’est en TP et pour reporter des mesures nous utiliserons un axe semi-logarithmique

log
Wref

gradué directement en voire en w ou f directement !

Wref

1I-2-7222¢ — comportement asymptotique
[ écriture compléte du Ggp

w
O Ici la fonction de transfert est déja écrite en fonction de x = —. Nous allons donc chercher a écrire

Wo
Gg4p en fonction de log x.
[0 D’aprés la définition :
2 2
G = 20 log |[-————| =20 log -
l—2"+)—= 72
¢ Jo-ere

[0 Ce n’est pas une écriture simple, ce n’est donc pas vraiment utile de 1’écrire.

(© Matthieu Rigaut 14 / 59 Version du 23 fév. 2011



PCSI1, Fabert (Metz) II-2 — Gain en décibel

[l équation des asymptotes

U Nous avons w — 0 donc x — 0 et logx — -o0. Et ainsi :

33‘2

H(jw) ~ T = —a? ~ Gy = 20 log |H (jw)| ~ 20 log 2* = 40 log =

U Cette fois nous avons bien réussi a écrire G4 en fonction de X =logz : Gqg = 40 X. 1l s’agit d’une
droite de pente 440 dB/déc et d’ordonnée a 'origine nulle.

0 Choisissons naturellement w = wy donc = =1 et logx = 0. Et ainsi :

1 :
Hjw) = ————==jQ ~ Gag =20 log\ﬂ(]wﬂ =20 log@Q

RN
—_— J_
Q

U Nous avons w — +00 donc x — +00 et logxz — +00. Et ainsi :

SL’Q

Hw)~-—5=1 ~  Ga=20log|H(w)| — 20logl=0

[ L’asymptote HF est une droite horizontale d’ordonnée nulle.

I1I-2-2v — tracé
[l diagramme asymptotique

[ 11 est toujours possible de tracer a la main les asymptotes des diagrammes de BODE car ce sont des
portions de droite.

-2 —1 Gap? 1 2 N
log x
%
& 40
D
xb;
-—80

O Sur ce tracé, il faut bien faire apparaitre les pentes des asymptotes.
U Il n’est pas tellement utile de tracer au dela —3 et de +3 car cela correspond déja a une échelle de
108 en fréquence ce qui est énorme.

[J diagramme réel

0 Regardons ce que donne le diagramme réel pour différentes valeurs de @) : 0,1; 0,5; 1; 2; 5; 10.
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PCSI1, Fabert (Metz) II-2 — Gain en décibel

Graphique 10

20
& .
2 =2 b 1 2 3

—100

-1201

0 Comment reconnaitre les différentes courbes? Avec la valeur en logx = 0 : Gag(z =1) = 20 log ).

[0 Nous pouvons constater qu’au delda d'une décade, les diagrammes réels collent véritablement aux
asymptotes.

[J réponse en fréquences

O Regardons l'effet du filtre en termes fréquentiels pour deux facteurs de qualité (1 et 10) sur un signal
rectangulaire et tel que wy = 11 Weopg-

Graphique 11

1.4

1.2+

1|

0.8

0.67

0.4+

0.2+

0 10 20 30 40 50

O La premiére série de pics (& gauche) correspond au spectre avant filtrage.

[0 Nous pouvons constater qu’il y a amplification notable autour de la pulsation propre du circuit pour
@ = 10 et qu’en termes fréquentiels, c¢’est encore les harmoniques autour de la pulsation propre du
circuit qui sont sensiblement les plus présents. Alors que le filtre est un passe haut, ce n’est pas tout
a fait normal.

II-2.v — décade ou octave ?

Une décade est un intervalle de fréquences [f1, /2] ou de pulsations [wy,ws| tel que
f2 = 10f1 ou Wy = ].0&)1.
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PCSI1, Fabert (Metz) II-3 — Réponse en phase

Une octave est un intervalle de fréquences [fi,f2] ou de pulsations [wq,ws] tel que
f2 = 2f1 ou Wy = 2w1.

U Le nom « octave » vient du fait qu’il y a 8 notes de musiques par octave.

II-3 — Réponse en phase

I1-3-2 — c’est du connu, méme si ...

La réponse en phase d’un filtre correspond au déphasage rajouté par le filtre a la sortie
par rapport a l'entrée :

p = arg(H(jw)

0 La différence c’est que maintenant nous représenterons ce déphasage en fonction de log x.

II-3-72 — comportement asymptotique
[0 En basses fréquences nous avions H (jw) ~ —2? donc ¢ — £
U Pour x = 1 nous avions H(j) = j( donc ¢ = +g.

0 En hautes fréquences nous avions H (jw) ~ 1 donc o — 0.

2 . x—0
U De ces valeurs, nous pouvons en déduire p ———— +.

I1-3-222 — tracé
[l diagramme asymptotique

0 Tout comme pour le diagramme du gain en décibel, il est facile de faire le diagramme asymptotique
de la réponse en phase.

o 3

log x

[ diagramme réel

0 Regardons ce que donne le diagramme réel pour différentes valeurs de @) : 0,1; 0,5; 1; 2; 5; 10.
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PCSI1, Fabert (Metz) II-4 — Caractérisation d’'un filtre

Graphique 12

S

15

1\\N

0 Comment reconnaitre les différentes courbes? Cela ne peut pas se voir dans le diagramme asympto-

tique car méme la valeur particuliére de x ne permet pas de faire apparaitre la dépendance en Q).
2
x

-

-3 -2 -1 3

Reprenons donc la fonction de transfert compléte H(jw) = ——————%
1— 2% +j—=
. . . Q .
[ Posons-nous la question : quel est le diagramme qui colle le plus aux asymptotes ? Le diagramme tel
x
que la fonction de transfert soit quasiment tout le temps réel. Pour cela il faut que le terme en j —

soit négligeable ce qui est le cas pour Q > 1.

[J Nous pouvons constater que le diagramme en phase colle moins aux asymptotes que le diagramme
du gain en décibels.

I1-4 — Caractérisation d’un filtre

I1-4.7 — nature d’un filtre
[l grandeur intéressante

O La plupart du temps, la grandeur intéressante est ’amplitude de la tension de sortie. C’est pourquoi
nous allons essentiellement représenter |H(jw)| qui correspond au facteur multiplicateur entre la
tension d’entrée et la tension de sortie : plus H(w) = |H(jw)| est petit, plus la sortie est faible.

O filtre idéal

La bande passante d'un filtre est I’ensemble des pulsations (ou des fréquences) que laisse
passer le filtre. Cette bande passante est limitée par les pulsations de coupure (ou
fréquence de coupure).

Un filtre est qualifié de passe-bas s’il laisse passer les basses fréquences.

AH

B-P
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PCSI1, Fabert (Metz) II-4 — Caractérisation d’'un filtre

Un filtre est qualifié de passe-haut s’il laisse passer les hautes fréquences.
\H

B-P

We w

Un filtre est qualifié de passe-bande s’il laisse passer une plage limitée de fréquences.

AH

B-P

Un filtre est qualifié de coupe-bande s’il ne laisse pas passer uniquement une plage
limitée de fréquences. Le filtre est alors caractérisé par sa bande coupée plutdt que par sa
bande passante.

AH

B-C

£y

Wel We2

Un filtre est qualifié de déphaseur si son role se borne & modifier la phase entre I'entrée

et la sortie.
AH

£y
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PCSI1, Fabert (Metz) II-4 — Caractérisation d’'un filtre

Un filtre est qualifié d’atténuateur si laisse passer hautes et basses fréquence mais avec
des amplifications différentes.
\H

[ filtre réel

[l En réalité, les transitions entre bande passante et bande coupée sont plus douces. Il faut donc poser
une limite arbitraire.

max

Pour un filtre réel, les pulsations de coupures w. sont définies par H (w.) = ol Hpayx

est 'amplification maximale possible avec le filtre.

0 Et en terme de gain en décibels ? Calculons le gain en dB pour une pulsation de coupure :

Hmax
Gas(we) = 20 log i 20 1og Hypax — 20 log V2 = G max — 3,0 dB

Pour un filtre réel, les pulsations de coupures w. sont telles que le gain soit tel que :

GdB(WC) = GdB,max - 370 dB

[0 Comme nous 'avons dit, la bande passante a été définie comme étant 'intervalle de fréquence pour
laquelle la puissance est au moins la moitié de la puissance maximale possible.

Une augmentation de 3,0 dB correspond & un doublement de la puissance mise en jeu. I

0 C’est valable dans n’importe quel domaine, y compris auditif. A 41 dB, ce n’est pas trés bruyant,
mais & 44 dB ¢a l'est deux fois plus! Autrement dit : 41 dB + 41 dB = 44 dB!

Un filtre passe-bas a une fonction de transfert qui se représente sous les formes suivantes.

AH

Hmax GdB 1 log(w/wréf)

.
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PCSI1, Fabert (Metz) II-4 — Caractérisation d’'un filtre

Un filtre passe-haut a une fonction de transfert qui se représente sous les formes

sulvantes.
AH
2 A Gag}  log(w/wrer)

Hmax

V2

Un filtre passe-bande a une fonction de transfert qui se représente sous les formes

suivantes.
AH
Hmax _____ GdB i 1Og(w/wréf)

Hrnax
V2

Un filtre coupe-bande a une fonction de transfert qui se représente sous les formes
suivantes.

AH
Hmax GdB i log(w/wréf)

.

U En ce qui concerne le filtre R,L,C, étant donné son comportement asymptotique, cela devrait étre
un filtre passe-haut. Toutefois, s’il présente une résonance, il ne plus étre considéré comme tel car il
devient alors un filtre passe-bande.

II-4-72 — ordre d’un filtre

[J C’est une autre fagon de caractériser les filtres.

L’ordre d’un filtre est le degré le plus élevé des deux polynémes de la fonction de

N(jw)

D(jw)

transfert écrite sous la forme H(jw) =
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PCSI1, Fabert (Metz) III — Filtres réels d’ordre 1 et 2 (exemples de)

[ Par exemple pour le filtre vu dans la premiére partie H(jw) = nous avons N(X) =1 de

1+jRCwW’
degré 0 et D(X) =14+ RC X de degré 1, c’est donc un filtre d’ordre 1.
2
U Pour le filtre R,L,C', nous avions H (jz) = —%, les polynomes s’écrivent donc N(X) = X?
1—2"+j—=

Q
X
de degré 2 et D(X) =1+ 6 + X2 de degré 2 aussi. Il s’agit donc d’un filtre d’ordre 2.

ITI — Filtres réels d’ordre 1 et 2 (exemples de)

ITI-1 — Intérét des filtres d’ordre 1 et 2

III-1-2 — tout se décompose en filtres d’ordre 1 et 2

[ Un théoréme de mathématiques dit qu’il est possible de décomposer tout polynémes a coefficients
réels en un produit de polynoémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 2.
0 Imaginons une fonction de transfert compliquée :

N(xX) = Ni(X) x Na(x) x -+ x Np(x) = [ Ni(x)

(jw) = - avec
Djw) D(X) = Dy(X) X Dy(X) x -+ x Dy(X) = [ [ Ditx)
[0 Alors nous pouvons écrire :
Heiwy = Nal0) X NoGie) X - x Noliw) _ Malie) | Notie) - NaGe)
Di(jw) X Da(jw) X --- X Dy(jw)  Di(jw)  Da(jw) Dy (jw)

o NiGe) .
=15, = 1 e

ot chaque fonction de transfert H;(jw) est une fonction de transfert d’ordre 1 ou 2.

Toute fonction de transfert peut s’écrire comme le produit de fonctions de transfert

d’ordre 1 ou 2.

I11-1-722 — physiquement il faut faire attention

[ La plupart du temps les filtres étudiés sont tels qu’aucun courant n’est pris en sortie. Il faut donc
s’assurer que tel est encore bien le cas aprés ’association.

T - A4l

=
5
=
—
B
_|_
=
5
=
—
Ei
e
-~
5
)
)
-~
5
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PCSI1, Fabert (Metz) I1I-2 — Etudier un filtre

III-1-722 — mais quand c’est bon, tout s’additionne

[0 Imaginons que nous ayons une fonction de transfert telle que H(jw) = H;(jw) X Hy(jw). Alors :
Gap = 20 log(|H(jw)|) = 20 log(|Hy(jw) x Ha(jw)|) = 20 log(|Hi(jw)|)+20 log(| Ha(jw)|) = Gab,1+Gasa
¢ = arg(H(jw)) = arg(Hi(jw) x Hy(jw)) = arg(H1(jw)) + arg(Ha(jw)) = @1+ ¢2

I11-2 — Etudier un filtre

[ Pour étudier un filtre, il faut faire 3 ou 4 étapes :
[0 déterminer la nature du filtre
[0 trouver la fonction de transfert du filtre
[0 tracer les diagrammes asymptotiques puis réel du filtre
[0 étudier éventuellement quelques caractéristiques précises du filtre

O Pour déterminer la nature du filtre (passe-bas, passe-haut), il faut étudier le comportement du circuit
en basses et hautes fréquences, avec les comportements équivalents des bobines et des condensateurs.
Il ne faudra pas hésiter a refaire un schéma sans oublier que le circuit est alors simplifié.

[ Trouver la fonction de transfert est un probléme usuel en électrocinétique : ¢’est trouver une grandeur
en fonction d’autres grandeurs.

O Pour tracer les diagrammes asymptotiques, il faut d’abord trouver le comportement équivalent de la
fonction de transfert en basses et hautes fréquence ainsi qu’une valeur particuliére, en général assez
facile a deviner. Nous en profiterons pour vérifier que cela concorde avec la nature du filtre trouvé
au préalable.

[0 Enfin, dans un dernier temps, il sera peut-étre utile de chercher la bande passante, la ou les pulsations
de coupure, ...

0 La détermination de la nature du filtre n’est autre qu'une partie de I’analyse physique d’un filtre!

III-3 — Filtre passe-bas d’ordre 1
I11-3-2 — montage — analyse

O Considérons le filtre ci-dessous.

— |Usm

[0 Déterminons les comportements basses et hautes fréquences du filtre.

H?—l 7

Uem Usm Uem Usm

) )

BF HF
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PCSI1, Fabert (Metz) III-3 — Filtre passe-bas d’ordre 1

[ Dans le cas BF, la tension aux bornes d’un interrupteur n’est pas connu et il ne vaut mieux pas écrire
une loi des mailles en terme de courants. Ecrivons plutot une loi des nceuds en terme de potentiels :

Ue,m - Us,m

R

U Dans le cas HF, nous pouvons tout de suite écrire Uy, = 0 car il s’agit de la tension aux bornes d'un

fil.

0 Finalement, le filtre est un .

O Analyse physique :

+0 =0 et donc Us,, = Uem, te. le filtre laisse passer les basses fréquences.

0 le filtre est un passe-bas
0 la pulsation caractéristique du filtre sera fonction de R et C'
O Analyse technique :

0 approche nodale car il y a un seul potentiel inconnu une fois la masse posée « en bas »
[l ou approche maillére car tous les dipoles sont en série

I11-3-722 — fonction de transfert

[J Utilisons ’approche maillére et écrivons un diviseur de tension :

1
jCw , s,m
m— 71 UVUem H - - .
U, - [ Yew o MO0 =Fm = ron
+ :
jCw

[ écriture canonique

[ Ecrivons la fonction de transfert sous la forme canonique :

H,
= 0 avec Hyz20 et z= d
1+jz Wref

1
ub t cHy=1et |wer = == |
ans notre cas : Hy em

I1I-3-722 — représentations graphiques

H{jz)

[l comportement asymptotique

U Lorsque w — 0, z — O et logz — -00 :

GdB ~ 20 10g ‘Ho‘ — 20 log |H0|
Hy

H(jx) 1 0 ¢ ~ arg(Hp) — 47 si OHO <0

O L’asymptote BF est une droite horizontale d’ordonnée 20 log | Hy|.
[ Lorsque w = wyt, ¢ =1 et logx =0 :
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PCSI1, Fabert (Metz) III-3 — Filtre passe-bas d’ordre 1

| Ho| |Ho|
G = 20 1o — 20 log =% — 90 log | Hy| — 3,0 dB
ﬁ(jx)leO. ~ —% si Hy > 0
i o = arg(Ho) — arg(1 +]) = arg(Hy) = F = { 4
ISiH0<O

\
U Lorsque w — +00, © — +00 et logx — +00 :

(

H
Gas ~ 20 1ogM ~ 20 log | Ho| — 20 log z
xr

™ .
H(jz) ~ — ~ H, —3 si Hy >0
prarg— — <
x §SiH0<O

\

O L’asymptote HF admet une pente de —20 dB/déc d’ordonnée a l'origine 20 log |Hy|.

[J tracés des diagrammes de BODE

[ Les tracés sont les suivants pour Hy = +£10.
Graphique 13 Graphique 14

10+

—404

[J Nous pouvons constater que :

[ les diagrammes réels collent aux asymptotes pour le gain en décibels mais pas trop pour la
phase

[ que le gain en décibel est le méme quel que soit le signe de H alors que ce n’est pas le cas
pour la phase

[l point de vue fréquentiel

w 2
0 Regardons l'effet de ce filtre sur un signal rectangulaire tel que wionq = ot Hy=1.

11
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PCSI1, Fabert (Metz) [II-4 — Filtre passe-haut d’ordre 1

Graphique 15

1.4

1.2

1|

0.8

0.6

0.4+

0.2+

HH""|||||I||||||||I.I.I.|.|.||||||||
10 20 30 40

[ La série de pic a gauche est le spectre du signal d’entrée alors que la série a droite est le spectre du
signal de sortie.

[0 Nous pouvons constater que, comme prévu, les harmoniques de fréquence élevée sont atténuées.
Toutefois nous pouvons aussi voir qu’il reste des harmoniques en hautes fréquences visibles a 1’échelle
du graphique. Le filtrage n’est peut-étre pas si bon que cela.

0 50

III-3-7v — caractéristiques

[J gain maximal

H
U Cherchons I'amplification maximale de H (jx) = 7 +0, )
jx
H
[0 Nous avons H(z) = i dont le maximum est visiblement atteint en x = 0, ce qui donne
V1+ 22
Hmax - |HO| .
[ pulsations de coupure
U Par définition :
H H H
PN I T

V2 Vitzl? V2

III-4 — Filtre passe-haut d’ordre 1
II1-4-2 — montage — analyse

[0 Considérons le filtre ci-dessous.

Uem R| | |Ysm

[0 Déterminons les comportements basses et hautes fréquences du filtre.
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PCSI1, Fabert (Metz IIT-4 — Filtre passe-haut d’ordre 1

)
—o/
Ue,m R Us,m Ue,m R %
BF

HF

[0 Dans le cas BF, la tension aux bornes du résistor est nulle car aucun courant ne le traverse. Ainsi
Usm = 0, te. le filtre ne laisse pas passer les basses fréquences.
U Dans le cas HF, nous pouvons tout de suite écrire U, = Ue .

0 Finalement, le filtre est un .

0 Analyse physique :
[ le filtre est un passe-haut
U la pulsation caractéristique du filtre sera fonction de R et C'
O Analyse technique :
0 approche nodale car il y a un seul potentiel inconnu une fois la masse posée « en bas »
[l ou approche maillére car tous les dipoles sont en série

I11-4-72 — fonction de transfert

[ Utilisons ’approche maillére et écrivons un diviseur de tension :

[ écriture canonique

[0 Ecrivons la fonction de transfert sous la forme canonique :

] x avec H, v
1+jz Wref

1
[ Dans notre cas : Hy =1 et |wps = — |
O m

I11-4-722 — représentations graphiques

H(jz) = Hy X

N
o
&
&
Il

[l comportement asymptotique

U Lorsque w — 0, + — 0 et logx — -00 :

Gag ~ 20 log(|Ho| z) ~ 20 log|Hy| + 20 log z

+gS1H0>0

H(Gz) ~ = Hyj ~> .
H(jr) 1 0JT @Narg(Hojl’) N

—gsiHo<0

\

0 L’asymptote BF admet une pente de +20 dB/déc d’ordonnée a 'origine 20 log | Hy|.
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PCSI1, Fabert (Metz) [II-4 — Filtre passe-haut d’ordre 1

U Lorsque w = wyer, =1 et logx =0 :

Gap = 20 log%:%) log%:ﬂ) log |Ho| — 3,0 dB
ﬁ(jx)lejjj - | | | g0
SDZarg(HOJ)—arg(lJrJ):arg(HO)—Z: 3r
e si Hy <0

U Lorsque w — +00, £ — +00 et logx — +00 :

Gap ~ 20 log |Hy| — 20 log |Ho|

I
H(z) ~ 22T g o osiE >0
v v &40 —msi Hy <0
O L’asymptote HF est une droite horizontale d’ordonnée 20 log |Hy|.
[J tracés des diagrammes de BODE
[ Les tracés sont les suivants pour Hy = +£10.
Graphique 16 Graphique 17

20,

109
y y
2 i > 1 2 3 -2 2 el 2 3

[J Nous pouvons constater que :
[ les diagrammes réels collent aux asymptotes pour le gain en décibels mais pas trop pour la

phase
[0 que le gain en décibel est le méme quel que soit le signe de Hy alors que ce n’est pas le cas

pour la phase

[l point de vue fréquentiel
w

0 Regardons l'effet de ce filtre sur un signal rectangulaire tel que wionq = %;f et Hy=1.
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PCSI1, Fabert (Metz) III-5 — Filtre passe-bas d’ordre 2

Graphique 18

1.4

1.2+

1|

0.84

0.6

0.4+

0.24

0 10 20 30 40 50

[ La série de pic a gauche est le spectre du signal d’entrée alors que la série a droite est le spectre du
signal de sortie.

[0 Nous pouvons constater que, comme prévu, les harmoniques de basse fréquence sont atténuées.
Toutefois nous pouvons aussi voir que malgré I'atténuation, les pics de basse fréquence sont loin
d’étre négligeables devant les pics situé en haute fréquence.

I1I-4-7v — caractéristiques

[] gain maximal

i
U Cherchons "amplification maximale de H (jw) = ] JOF‘],:E
jx
. ) Hy H,
0 Réécrivons la fonction de transfert sous la forme H(jw) = 1 = —.
— 41 172
jx x

| Ho|

1
L+

[0 Nous avons alors H (z) = dont le maximum est visiblement atteint en x = +00, ce qui donne

Hmax - |H0| .

[ pulsations de coupure

O Par définition :

III-5 — Filtre passe-bas d’ordre 2
II1-5-2 — montage — analyse

[0 Considérons le filtre ci-dessous.
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PCSI1, Fabert (Metz) III-5 — Filtre passe-bas d’ordre 2

— |Usm

Q|

0 Déterminons les comportements basses et hautes fréquences du filtre.

BF HF

[1 Dans le cas BF, la tension aux bornes d’un interrupteur n’est pas connu et il ne vaut mieux pas écrire

une loi des mailles en terme de courants. Ecrivons plutot une loi des nceuds en terme de potentiel :
Ue,m - Us,m

+0 =0 et donc Usyy, = Uem, te. le filtre laisse passer les basses fréquences.

U Dans le cas HF, nous pouvons tout de suite écrire Uy, = 0 car il s’agit de la tension aux bornes d'un
fil.
[ Finalement, le filtre est un .
0 Analyse physique :
0 le filtre est un passe-bas
0 il s’agit d’un circuit R,L,C série donc la pulsation caractéristique du filtre sera proportionnelle

1 /L
a wy = et le facteur de qualité Q = — ol interviendra dans les résultats.

1
VLT R
0 Analyse technique :
0 approche nodale car il y a un seul potentiel inconnu une fois la masse posée « en bas »

[l ou approche maillére car tous les dipdles sont en série

I11-5-722 — fonction de transfert

[1 Utilisons 'approche maillére et écrivons un diviseur de tension :

1
jCw , s,m
Usm = Uem H = = .
’ iLw+ R+ X Ze - Ge) Um 1-LCw?+jRCw

jCw

[l écriture canonique

[0 Ecrivons la fonction de transfert sous la forme canonique :

H
H(j») = —Ox avec Hyz0 z= d
-2 4+j= Wref

Q

et Q>0

O Par identification nous avons :
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PCSI1, Fabert (Metz) III-5 — Filtre passe-bas d’ordre 2

o=t 1
- Wref = —F/—— = W
wréfQ ~> f \/ﬁ 0
== 1 L
Qﬁltre Wref Qﬁltre = E 5 = Q

[0 Ainsi le facteur de qualité du filtre n’est autre que le facteur de qualité du circuit. Quelle surprise!

I1I.5-722 — représentations graphiques
[l comportement asymptotique

U Lorsque w — 0, + — 0 et logx — -00 :

GdB ~ 20 log |H0| — 20 log |H0|
Hy

Hiis)~ 20— g e 0si Ho >0
(i)~ = = Ho prang(Ho) — ¢ G

O L’asymptote BF est une droite horizontale d’ordonnée 20 log | Hy|.
[ Lorsque w = wyt, ¢ =1 et logx =0 :

GdB =20 lOg |Q H0| =20 lOgQ + 20 log |H0|

TsiH, >0

7 o= arg(iQH) =1 _
Q §SiH0<O

\

U Lorsque w — +00, © — +00 et logx — +00 :

H,
H Gap ~ 20 logq ~ 20 log | Ho| — 20 log #* ~ 20 log | Ho| — 40 log x
, 0
E(JI)N_—xQ ~ H, —msi Hy > 0
PAE TR ) T 0si Hy < 0
\

O L’asymptote HF admet une pente de —40 dB/déc d’ordonnée a 'origine 20 log | Hy|.

[l troisiéme asymptote

U Le dénominateur de la fonction de transfert est une somme de 3 termes dont 2 sont prédominants
en BF ou HF. Cherchons ce qu’il se passe lorsque c’est le 3¢ qui prédomine et dans quelle condition
il peut le faire.

[l Nous avons alors, par volonté :
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H
Gas ~ 20 log @ Ho| ~ 20 log |Hog| + 20 log @ — 20 log
x
H H T .
ﬂ(jl‘)’“—oz—j@ 0 ~ i ——si Hy >0
T - . Q Hy 2
J @ pr~arg [ —) — T
x +§ si Hy <0
\
[ Pour que le 3¢ terme soit prépondérant, il faut :
x
01 Q<
i ~ 1 RK1
@ > 22 Q< E

La 3¢ asymptote, de pente —20 dB/déc, n’existe que si le facteur de qualité est trés faible.
[0 C’est normal pour deux raisons :
x
0 techniquement c’est la seule facon de donner de I'importance au terme j @

[0 avec un facteur de qualité trés faible, le circuit est plutdot en mode apériodique ce qui fait
apparaitre deux constantes de temps (celle des solutions en e /™ et e ¥/7) et donc deux
pulsations particuliéres distinctes : I'une sera la limite des basses fréquences, 'autre la limite

des hautes fréquences
[J tracés des diagrammes de BODE

1
0 Les tracés sont les suivants pour trois facteurs de qualité @ : 0,1; ﬁ et 10 et Hy = £+10.
Graphique 19 Graphique 20

—100

[0 Nous pouvons constater que :
[ les diagrammes réels collent aux asymptotes pour le gain en décibels mais pas trop pour la
phase
[0 le gain en décibel est le méme quel que soit le signe de Hy alors que ce n’est pas le cas pour
la phase
O lorsque le facteur de qualité est élevé, il y a un phénoméne de résonance.
O lorsque le facteur de qualité est faible, nous pouvons nettement distinguer une 3° asymptote.
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Pour un filtre passe-bas, le phénomeéne de résonance est néfaste. I

[l point de vue fréquentiel

w 2
0 Regardons l'effet de ce filtre sur un signal rectangulaire tel que wgng = ﬁf et pour deux facteurs de

qualité : et 10 et Hy = 1.

Sl

Graphique 21

1.4

I R T N P O R R S BT
20 30 ) 50

1
0 La série de pic a gauche est le spectre du signal d’entrée, la série du milieu correspond a @) = — et

2
la série de droite a ) = 10. v2
[0 Nous pouvons constater que, comme prévu, les harmoniques de fréquence élevée sont atténuées, mais
cette fois et contrairement au filtre d’ordre 1, I'atténuation est excellente en HF. Comme prévu par
les diagrammes, nous pouvons voir un net effet d’amplification par le phénomeéne de résonance.

I11-5-7v — caractéristiques pour le filtre optimal

[0 Etant donné que nous nous intéressons a un filtre passe-bas, nous allons chercher les caractéristiques

du filtre passe-bas. Il ne faut donc pas que le filtre présente de résonance.

1
0 Plagons-nous juste a la limite de la résonance, ie. choisissons ) = —.

V2
[] gain maximal
Hy
1—a2+jV2x

[0 Cherchons 'amplification maximale de H(jw) =

[ Nous avons :

_ | Ho ~|H
H(z) = = 1 n
Ve 4222 VIto

O Le maximum est visiblement atteint en x = 0, ce qui donne | Hyay = |Hol |

[J pulsations de coupure

[ Par définition :
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H, H H
i - | [Hol __ ||

% d pr—
V2 Vita? V2
[ Pour ce filtre trés particulier, la pulsation de coupure n’est autre que la pulsation propre du circuit
R,L.,C série.

T, =1

II1-6 — Filtre passe-haut d’ordre 2
I11-6-2 — montage — analyse

O Considérons le filtre ci-dessous.

¢ R
Usin § Usm
) L _ T

[ Déterminons les comportements basses et hautes fréquences du filtre.

_./
R R

Ue,m Us,m Ue m US,m

BF HF

U Dans le cas BF, nous pouvons tout de suite écrire Uy, = 0 car il s’agit de la tension aux bornes d'un
fil.
[1 Dans le cas HF, la tension aux bornes d’un interrupteur n’est pas connu et il ne vaut mieux pas écrire

une loi des mailles en terme de courants. Ecrivons plutot une loi des noeuds en terme de potentiel :
U. —
— == +0 =0 et donc Us,y, = Uem, te. le filtre laisse passer les hautes fréquences.

0 Finalement, le filtre est un .
O Analyse physique :
[ le filtre est un passe-haut
U il s’agit d’un circuit R,L,C' série donc la pulsation caractéristique du filtre sera proportionnelle

1 1 /L
et le facteur de qualité () = — {/ — interviendra dans les résultats.
VvVLC RVC
O Analyse technique :
[0 approche nodale car il y a un seul potentiel inconnu une fois la masse posée « en bas »

[l ou approche maillére car tous les dipdles sont en série

ElWQ:

I11-6-722 — fonction de transfert

[J Utilisons ’approche maillére et écrivons un diviseur de tension :

jLw Us,m —LCw2
Usm: ><Uvem e E(Jw): = .
d 1 —Zem _ 2
L RiiLe Um 1-LC?+jRCw
jCw
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[ écriture canonique
[0 Ecrivons la fonction de transfert sous la forme canonique :

—x? w

H(jz) = Hy——— avec Hyz0 z=
-2 4+j= Wref

Q

O Par identification nous avons :

1 1
C = 5 Wref =
Wref

—_— =W
L 1 - T 0
1 /L
RC=—-— = /2=
Qﬁltre Wret Qﬁltre - R C o Q

[ Ainsi le facteur de qualité du filtre n’est autre que le facteur de qualité du circuit. Quelle surprise!

II1-6-712 — représentations graphiques
[l comportement asymptotique

U Lorsque w — 0, z — O et logz — -0 :

Gag ~ 20 log |Hy 2% ~ 20 log |Hy| + 40 log

H. 2
T g, e H,y +7 si Hy > 0

H(jo) ~ e ()
Y 22 0si Hy <0

O L’asymptote BF admet une pente de +40 dB/déc d’ordonnée a 'origine 20 log | Hy|.
[ Lorsque w = wyt, ¢ =1 et logax =0 :

GdB =20 IOg |Q H0| =20 lOgQ + 20 10g |H0|

—Hy . gsiH0>O

J ¢ =arg(jQ Ho) = T
Q —5 si Hy <0

\

U Lorsque w — +00, © — +00 et logx — +00 :

—HO 1‘2 GdB — 20 log ‘Ho‘

O _H — 0si Hy>0
H(j») 2 0 ¢ ~ arg(Ho) — —7 si (}{o <0

O L’asymptote HF est une droite horizontale d’ordonnée 20 log |Hy|.

[l troisiéme asymptote

U Le dénominateur de la fonction de transfert est une somme de 3 termes dont 2 sont prédominants
en BF ou HF. Cherchons ce qu’il se passe lorsque c’est le 3° qui prédomine et dans quelle condition
il peut le faire.
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[0 Nous avons alors, par volonté :

Gag ~ 20 log |Q Hy x| ~ 20 log |Hp| + 20 log @ + 20 log z

 he + 7 si Hy > 0
o~ =5 =1t = ¢ L agiQHyw) —{ 2
Q —551H0<0

\

U Pour que le 3° terme soit prépondérant, il faut :

~ 1 QK1

Q==
$

O La 3° asymptote, de pente 420 dB/déc et d’ordonnée a l'origine 20 log | Hy| 4 20 log ), n’existe que
si le facteur de qualité est trés faible.
U C’est normal pour les mémes raisons que pour le filtre passe-bas :

x
[0 techniquement c’est la seule facon de donner de I'importance au terme j 6

0 avec un facteur de qualité trés faible, le circuit est plutot en mode apériodique ce qui fait
apparaitre deux constantes de temps (celle des solutions en e /™ et e™*/7) et donc deux
pulsations particuliéres distinctes : I'une sera la limite des basses fréquences, 'autre la limite

des hautes fréquences

[] tracés des diagrammes de BODE

U Les tracés sont les suivants pour trois facteurs de qualité @ : 0,1; 7 et 10 et Hy = +10.

Graphique 22 Graphique 23

—100

[l Nous pouvons constater que :
[ les diagrammes réels collent aux asymptotes pour le gain en décibels mais pas trop pour la
phase
[0 le gain en décibel est le méme quel que soit le signe de Hy alors que ce n’est pas le cas pour
la phase
O lorsque le facteur de qualité est élevé, il y a un phénoméne de résonance.
O lorsque le facteur de qualité est faible, nous pouvons nettement distinguer une 3° asymptote.
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Pour un filtre passe-haut, le phénoméne de résonance est néfaste. I

[ point de vue fréquentiel

w 2
0 Regardons l'effet de ce filtre sur un signal rectangulaire tel que wgng = ﬁf et pour deux facteurs de

qualité : et 10 et Hy = 1.

Sl -

Graphique 24

145

129

0.8

0.6

0.4+

0.2+

. . . . . 1
[ La série de pic a gauche est le spectre du signal d’entrée, la série du milieu correspond a () = ﬁ et
la série de droite a @) = 10.
[0 Nous pouvons constater que, comme prévu, les harmoniques de basse fréquence sont atténuées, mais
cette fois et contrairement au filtre d’ordre 1, l'atténuation est excellente. Comme prévu par les
diagrammes, nous pouvons voir un net effet d’amplification par le phénomeéne de résonance.

III-6-7v — caractéristiques pour le filtre optimal

[ Etant donné que nous nous intéressons a un filtre passe-haut, nous allons chercher les caractéristiques

du filtre passe-haut. Il ne faut donc pas que le filtre présente de résonance.

. 1
[ Plagons-nous juste a la limite de la résonance, ze. choisissons ) = —

7

[l gain maximal

— H 22
U Cherchons "amplification maximale de H (jw) = 0‘? .
1—224+j\2x
U Nous avons :
His) = | Ho| 2 _ |Ho|2® _ |Ho
2
\/(1—x2)2—|—2x2 Vit 1+i

O Le maximum est visiblement atteint en x = +00, ce qui donne | Hyax = |Ho| |

[ pulsations de coupure

O Par définition :
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H, H H
b2 Bl 1H_|H

= ~ ze=1
2 1 2
NG . /2

T2

[ Pour ce filtre trés particulier, la pulsation de coupure n’est autre que la pulsation propre du circuit
R,L,C série.

III-7 — Filtre passe-bande d’ordre 2
III-7-2 — montage — analyse

[0 Considérons le filtre ci-dessous.

_./

R USJH Ue,m

BF

HF

O Dans les deux cas la tension est nulle aux bornes du résistor car aucun courant ne le traverse. Dans
ces conditions, aussi bien en BF qu’en HF, Uy, = 0.

[ Finalement, le filtre est un .

O Analyse physique :
O le filtre est un passe-bande

O il s’agit d’un circuit R,L,C série donc la pulsation caractéristique du filtre sera proportionnelle

1 1 /L
et le facteur de qualité Q = — 4/ — interviendra dans les résultats.
JIC Wl O =7\ &
O Analyse technique :

awO:

[0 approche nodale car il y a un seul potentiel inconnu une fois la masse posée « en bas »
[l ou approche maillére car tous les dipdles sont en série

I11-7-722 — fonction de transfert

[J Utilisons 'approche maillére et écrivons un diviseur de tension

-
5
I
=
o
2

1

! +'£w
iRCw 'R

X Ue,m ~ H(]W) = — =

<
&
+
+
=
=
B

1+
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[ écriture canonique

[0 Ecrivons la fonction de transfert sous la forme canonique :

H
HGz) = 0 avec Hyz0 z= d et Q>0
1 Wref
1+jQ (az - —)
T
O Par identification nous avons :
L Qﬁltre w — ; _
—_ = ref = ——/—= = Wo
Rl Wref PN L C
1 /L
VYol Qfiltre Wref Qfittre = TV~ Q

0 Ainsi le facteur de qualité du filtre n’est autre que le facteur de qualité du circuit. Quelle surprise!

III-7-712 — représentations graphiques
[l comportement asymptotique

U Lorsque w — 0, z — O et logz — -0 :

p

H,
Gas ~ 20 log i U1 log | Ho| — 20 log @ + 20 log x
. HQ _‘Hol‘
ﬂ(Jx)N_jQ—J o - VAN gsiHo>0
~ ar —
v R G —gsiHo<O
\

O L’asymptote BF admet une pente de +20 dB/déc et d’ordonnée a l'origine 20 log |Hy| — 20 log Q.
[ Lorsque w = wyt, ¢ =1 et logax =0 :

Ga = 20 log |Hy|

H, 0si Hy >0

1 @ = arg(Hy) =
—msi Hy <0

\

U Lorsque w — +00, © — +00 et logx — +00 :

(

H
Gap ~ 20 log [=2| ~ 20 log | Ho| — 20 log @ — 20 log «
Hy . Hy
H(jz) oL ‘]Qx H, 5 S Hy>0
prarg| —j— | —3
Qz 5 i Hy <0

\

O L’asymptote HF admet une pente de —20 dB/déc et d’ordonnée a l'origine 20 log |Hy| — 201log Q.
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[] troisiéme asymptote

U Le dénominateur de la fonction de transfert est une somme de 3 termes dont 2 sont prédominants
en BF ou HF. Cherchons ce qu’il se passe lorsque c’est le 3° qui prédomine et dans quelle condition
il peut le faire.

[l Nous avons alors, par volonté :

;

GdB — 20 log ‘H0|
Hy HO 0si Hy >0

H 1 ~N — =
Ao~ 7 e () —
—msi Hy <0
\
[ Pour que le 3° terme soit prépondérant, il faut :
Rr<kl
Q ~ IVNY Q<1
o <1

O La 3° asymptote, horizontale et d’ordonnée 20 log | Hy|, n’existe que si le facteur de qualité est trés
faible.

0 C’est normal pour les mémes raisons que pour le filtre passe-bas :

x
0 techniquement c’est la seule facon de donner de I'importance au terme j @

0 avec un facteur de qualité trés faible, le circuit est plutot en mode apériodique ce qui fait
apparaitre deux constantes de temps (celle des solutions en e /™ et e ¥/7) et donc deux
pulsations particuliéres distinctes : I'une sera la limite des basses fréquences, 'autre la limite
des hautes fréquences

[J tracés des diagrammes de BODE

U Les tracés sont les suivants pour trois facteurs de qualité @ : 0,1; E et 10 et Hy = +10.

Graphique 25 Graphique 26

~20- y
-1

[J Nous pouvons constater que :
[0 les diagrammes réels collent aux asymptotes pour le gain en décibels mais pas trop pour la
phase
[ le gain en décibel est le méme quel que soit le signe de Hy alors que ce n’est pas le cas pour
la phase
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U le diagramme en phase n’est pas discontinu lorsque Hy < 0 car —m = 7 & 27 prés pour les
phases

O lorsque le facteur de qualité est élevé, il y a un phénomeéne de résonance

O lorsque le facteur de qualité est faible, nous pouvons nettement distinguer une 3° asymptote

Pour un filtre passe-bande, le phénomeéne de résonance est souhaitable. I

[l point de vue fréquentiel

Wre
0 Regardons l'effet de ce filtre sur un signal rectangulaire tel que wgng = 1—‘13f et pour deux facteurs de

qualité : et 10 et Hy = 1.

Sl

Graphique 27

1.4

1.2+

0.84

0.6

0.4
0.24
I (A I T
T
A LA L T Y =.l= |= =Ii I' |‘ | PR PO PO T O PO PO PO PO O
40

|
| 1
0 10 20 30

50

1
[ La série de pic a gauche est le spectre du signal d’entrée, la série du milieu correspond a () = — et

V2
la série de droite a @@ = 10.
[0 Nous pouvons constater que, comme prévu, les harmoniques de basse et haute fréquence sont atté-

nuées. Toutefois si 'atténuation est excellente pour le filtre tel que @) = 10, cela est un peu moins

1
vrai pour celui tel que QQ = —.

V2

I11-7-7v — caractéristiques pour un filtre quelconque

0 Le filtre passe-bande, écrit sous une forme idoine, a des caractéristiques qui se calculent facilement.

[l gain maximal
Hy

1+jQ (az—l>
T

| Hol

2
1
1+ Q2 <x — —)
x
0 Le maximum est visiblement atteint en = = 1, ce qui donne | Hy.x = |Ho| |

(© Matthieu Rigaut 41 / 59 Version du 23 fév. 2011

[0 Cherchons 'amplification maximale de H(jw) =

[ Nous avons :

H(z) =




PCSI1, Fabert (Metz) III-8 — Filtre coupe-bande d’ordre 2

[ pulsations de coupure

O Par définition :

[l En résolvant I’équation précédente nous pouvons trouver les deux pulsations de coupure.

[l bande passante

2
1

0 Notons . une pulsation de coupure. Nous avons donc Q? <SL’C1 — ) =1
x

1
O Alors x.s = — est aussi une pulsation de coupure car :

[ La bande passante est alors telle que :

2
1 1 1
(:Ecl - xc2)2 - (xcl - $_d> - @ ~ ($’C1 - :L‘c2) - é
II1-8 — Filtre coupe-bande d’ordre 2
I11-8-2 — montage — analyse
[ Considérons le filtre ci-dessous.
R
L
Ue,m Us m
C
[0 Déterminons les comportements basses et hautes fréquences du filtre.
R R
Ue m Us m Ue m US m
BF HF
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s,m

[1 Dans les deux cas nous pouvons écrire la loi des nceuds en terme de potentiels ﬂT— +0=0
ce qui donne Uy, = Ue .

0 Finalement, nous ne pouvons pas encore tout a fait nous prononcer sur le type de filtre car il peut
trés bien s’agir d'un filtre déphaseur.

O Analyse physique :
O le filtre est un coupe-bande ou un déphaseur
0 il s’agit d’un circuit R,L,C série donc la pulsation caractéristique du filtre sera proportionnelle

1 /L
awy = et le facteur de qualité Q = — ol interviendra dans les résultats.

1
VvLC R
O Analyse technique :
0 approche nodale car il y a un seul potentiel inconnu une fois la masse posée « en bas »

[l ou approche maillére car tous les dipodles sont en série

I11-8-722 — fonction de transfert

[ Utilisons ’approche maillére et écrivons un diviseur de tension :

1
JLw—FjC—w ‘ Ui 1 1
Us,m - 1 ><Uve,m e H(Jw) = [0 = R = 1
jLw+ ——+R emo 4y 1+
JOw iLw4 — . £w_ 1
jCw "'\R¥Y RCw

[ écriture canonique

[ Ecrivons la fonction de transfert sous la forme canonique :

H
Hjz) = 01 avec Hyz20 z= v

1+ —
o)
T

O Par identification nous avons :

et Q>0

_ Qﬁltre 1

Wret =

Wref

- I
1 /L
ﬁ - Qﬁltre Wret Qﬁltre - E E = Q

O Ainsi le facteur de qualité du filtre n’est autre que le facteur de qualité du circuit. Quelle surprise!

=S

I11-8-722 — représentations graphiques
[l comportement asymptotique

U Lorsque w — 0, z — O et logz — -0 :
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Gag — 20 10g|H0|
0si Hy>0
+msi Hy <0

ﬂ(] T) ~ HO M O ~ arg(Ho) N

O L’asymptote BF est une droite horizontale d’ordonnée 20 log | Hy|.
U Lorsque w = wyer, =1 et logx =0 :

H ) 1
) 1
JQ(x——>
x
(
GdB—>*OO
s m .
+§pourx>let—§pourx<181H0>O
~ .
p=arg | jHoQ |z — = = T m )
x —§pourx>let+§pourx<181H0<O
\

U Lorsque w — +00, © — +00 et logx — +00 :

GdB — 20 log |H0|

o - 0si Hy>0
Hjx) 0 @ ~ arg(Hy) — 47 siOH0<0

O L’asymptote HF est une droite horizontale d’ordonnée 20 log |Hy|.

[] tracés des diagrammes de BODE

O Les tracés sont les suivants pour trois facteurs de qualité @ : 0,1; 7 et 10 et Hy = £10.

Graphique 28 Graphique 29

-30
o]
]
[J Nous pouvons constater que :
U les diagrammes réels ne présentent guére d’intérét

(© Matthieu Rigaut 44 / 59 Version du 23 fév. 2011



PCSI1, Fabert (Metz) III-8 — Filtre coupe-bande d’ordre 2

[0 le gain en décibel est le méme quel que soit le signe de Hy alors que ce n’est pas le cas pour
la phase

[ le diagramme en phase est vraiment discontinu en x = 1

O lorsque le facteur de qualité est élevé, la bande coupée est tres faible

Pour un filtre coupe-bande, le phénoméne de résonance est souhaitable. I

[l point de vue fréquentiel

w 2
U Regardons 'effet de ce filtre sur un signal rectangulaire tel que wgng = ﬁ et pour deux facteurs de

qualité : et 10 et Hy = 1.

Sl

Graphique 30

1.47

1
0 La série de pic a gauche est le spectre du signal d’entrée, la série du milieu correspond a @) = — et

V2
la série de droite a @) = 10.

0 Nous pouvons constater que, comme prévu, I’harmonique 11 est coupée. Mais nous remarquons aussi
que lorsque le facteur de qualité est élevé, c’est la seule harmonique coupée alors qu’avec le filtre de
moins bonne qualité, les autres harmoniques sont aussi sensiblement modifiées.

I11-8-2v — caractéristiques pour un filtre quelconque

[ Comme pour le filtre passe-bande, le filtre coupe-bande, écrit sous forme idoine, se préte facilement
a la détermination de ses caractéristiques.

[l gain maximal

Hy
1
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[0 Cherchons ’amplification maximale de H(jw) =
1+

J Nous avons :




PCSI1, Fabert (Metz) III.9 — Résumé

O Le maximum est visiblement atteint en z = 0 ou en  — o0, ce qui donne | Hyay = |Hol |

[ pulsations de coupure

O Par définition :

2
H H H 1
o L |H T Q2<xc__> .

V2 1 V2

14 ) 5
Le

[l En résolvant I’équation précédente nous pouvons trouver les deux pulsations de coupure.

[J bande passante

1
Q

U Comme pour le filtre passe-bande, la bande coupée est telle que x.; — g =

II11-9 — Résumé

I11-9-2 — phénoménologie

Chaque ordre de filtre peut faire modifier la phase de g

Dans le diagramme asymptotique de gain en décibel, pour chaque ordre de filtre, il peut
y avoir une variation de pente de 20 dB/déc.

0 Ainsi :
O passe-bas d’ordre 1 : 0 — —20 dB/déc
O passe-bas d’ordre 2 : 0 — —40 dB/déc
O passe-haut d’ordre 1 : 20 dB/déc — 0
O passe-haut d’ordre 2 : 40 dB/déc — 0
O passe-bande d’ordre 2 : 20 dB/déc — —20 dB/déc
[] Bien stir, c’est une possibilité, ¢ca ne marche par partout, notamment pour le coupe-bande.

I1I1-9-72 — A retenir

0 11 faut retenir le cheminement de I’étude d’un filtre a priori inconnu.
0 11 faut savoir que le phénomeéne de résonance peut parfois étre néfaste et parfois souhaitable.
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IV — Pour aller plus loin

IV-1 — Stabilité d’un filtre

IV-1.-7 — vous avez dit « stable » ?

0 Pour un filtre, étre stable, ce n’est pas systématiquement revenir a 0.

Un filtre est dit stable lorsque, & entrée bornée, la sortie est bornée quelle que soit la
fréquence.

[0 Temporellement, cela correspond a des situations comme :

A

AN

L

Vi

Y

A
\/\/t

STABLE INSTABLE
STABLE
[0 Dans le plan de phase, cela correspond a des situations comme :
A — A PA
STABLE
AN : P\
INSTABLE STABLE J

IV-1.722 — conditions de stabilité

O filtres étudiés

0 Etant donné que tout filtre peut étre considéré comme 'association de filtres d’ordre 1 et 2, nous
étudierons un filtre quelconque d’ordre 2 et nous écrirons sa fonction de transfert sous la forme :

N(w)  No+ N (jw)+ Ny (jw)?

D(jw) Do+ Dy (jw)+ Dy (jw)?
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(] en régime libre

0 Etudions voir ce que cela donne si l'entrée est nulle. Pour cela cherchons 1’équation différentielle
vérifiée par la tension de sortie :

dus(t) 4D, dus(t)

dt a0

(Do + Dy (jw) + Dy (jw)?) Uy = 0 ~ Do ug(t) + Dy

[0 Posons Dy > 0. Si tel n’est pas le cas, multiplions par —1 et revenons au cas Dy > 0.

U Montrons que pour que la solution reste bornée, il faut que Dy > 0. Pour cela procédons par I’absurde
et supposons Dy < 0. L’équation caractéristique s’écrit :

Do+ Dir+Dyr>=0 ~ A=D>—4DyDsy>0

O Les solutions sont donc en ug(t) = Ae™ !+ et avec ry et 7o les racines de 1’équation caractéristiques.

Sauf que le produit des racines vaut P = D—O < 0 :1il y a une racine positive. La solution diverge,
2

donc ce n’est pas stable.
[0 Nous savons donc maintenant que pour assurer la stabilité il faut Dy > 0.

U Supposons Dy > 0 et montrons que D; > 0. En fait, avec D; < 0 nous pourrions définir un
facteur de qualité () < 0. Or dans toutes les solutions connues, le facteur de qualité intervient dans
I’exponentielle décroissante. Changer le signe de () reviendrait a transformer cette exponentielle en
exponentielle croissante et la sortie divergerait.

[0 Nous avons donc Dy, Dy et Dy de méme signe.

dus(t)

dt
solution us(t) = Ae P0P1 11 faut 1a aussi que Dy et D; soient de méme signe pour que le filtre soit
stable.

0 Si le filtre n’avait été que du premier ordre, I’équation différentielle Dy us(t) + Dy = 0 a pour

[l en régime forcé

0 I1 ne faut pas que H(jw) diverge pour une valeur particuliére de w.
O I faut donc tout d’abord que le degré du dénominateur soit supérieur (ou égal) a celui du numeérateur.
Sinon |H (jw)| diverge en HF.
[ Imaginons que tel soit le cas et regardons ce qui se passe quand il manque un terme au dénominateur
(rappelons qu'’ils sont tous de méme signe) :
No+Ni(jw)+ Mo (jw)® _ No+Ni(jw) + No (jw)? | Do :
U H(Gjw) = = : pour w = 4/ —, le dénomina-
H(jw) Do + Do (J w)Q Dy — Dy w? P Dy’
teur s’annule, le module devient infini, c¢’est instable
No+ N1 (j Ny (jw)?
0 Hijw) — Yot 1(jw) + N (jw)

Dy (jw) + D3 (jw)?
infini, c’est instable

: pour w = 0, le dénominateur s’annule, le module devient
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[l regroupement

Critére de CAUCHY
Un filtre d’ordre 1 ou 2 est stable s’il respecte deux conditions :
[ le degré du dénominateur est au moins égal a celui du numérateur
[0 tous les coefficients du polynéme en jw du dénominateur sont non nuls et de méme

signe

I1V-2 — Idoinotons

[J Reprenons quelques montages connus pour voir s’ils sont, ou non, stables.

IV-2-1 — circuit R,L,C série

[0 Considérons le filtre passe bas ci-dessous.

A0 I
I R
Ue,m — |Usm
C
[J La fonction de transfert s’écrit :
1
. jCw 1 1
Hijw) = [ " 1-LC?+jRCw 1+RC(w)+LC(w)?
jLw+ R+ —

jCw
O Ce filtre est bien stable car le polynéme en (jw) du dénominateur a bien tous ses coefficients de

méme signe.

IV-2-12 — intégrateur
[] intégrateur classique

0 Considérons le montage connu.
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Us,m Z 1
U Il s’agit d'un inverseur généralisé = —22 Avec Zy = —— et Z; = R nous trouvons la fonction
Uom  Z1 — jCw —
1
de transfert connue H(jw) = — .
H(jw) TRCw

[ Ce filtre est instable car lorsque w tend vers 0, la fonction de transfert tend vers +oo.
0 Notons que cela est cohérent avec ce que nous savons du montage intégrateur : il subit un effet de
dérive a cause des contraintes continues et passe en régime non linéaire au bout d’un certain temps.

(I intégrateur modifié

U Rajoutons maintenant une résistance en paralléle du condensateur.

R
—
| |c
| |
R
I - > oo
\
Ue,m + Us,m

0O Nous avons ici aussi un inverseur généralisé avec Z; = C'/R’. Cela donne :

1
R/
XjC’w
R/_'_L
Hjw) = G0 _ I
w) = — — —
=1 R R+iRR Cuw

[0 Maintenant, c’est stable, pas de probléme!

O Toutefois en tant qu’intégrateur, nous pouvons constater que le montage remplit bien son role que
pour w suffisamment grand. Le probléme est qu’alors la pulsation se situe dans la bande coupée du
filtre. Il faudra donc faire un choix entre qualité de I'intégration et tension de sortie.

IV-2-122 — dérivateur
[ dérivateur classique

0 Considérons le montage dérivateur ci-dessous.

R
—
4=
Ue,m + AUs m
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U Il s’agit d’un inverseur généralisé avec 7o = R et Z; = - , ce qui donne :

jCw
R
Hijw)=-—1—=-iRCuw
jCw

O Ce filtre n’est pas stable car |H (jw)| — +00 lorsque w — +00.

[J dérivateur modifié

[0 Modifions le montage dérivateur de la maniére suivante.

R
—1
||
— 1] | — Doo
A
Uem + Usn
P77
U 11 s’agit toujours d'un inverseur généralisé avec Z, = R et Z; = Yolm @ R, ce qui donne :
Z2 ATI0w
R jRCw
H(w) = ————— = ———
+
jCw

O Ce filtre est désormais stable.

0 Toutefois en tant que dérivateur, comme pour le montage intégrateur, nous pouvons voir qu’il n’est
dérivateur que pour une une certaine plage de fréquence, plage qui se situe malheureusement dans
la bande coupée de ce filtre passe-haut.

I1V-3 — Modélisation d’un filtre

[0 Généralisons un peu ce que nous savons sur les filtres.

IV-3-1 — quadripdle

Un filtre électrocinétique est un quadripdle possédant deux bornes d’entrée et deux
bornes de sortie.

Ie,m s,m

FILTRE Usim

O Cette définition implique que le filtre n’est a prior: pas symétrique : il faut 'utiliser dans un sens et
pas dans l'autre.
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[ Toujours a priori il peut y avoir & peu prés n’importe quoi dans le filtre : dipoles actifs, passifs,
AQO, ...

O Comme souvent une borne est commune (la masse), il est possible aussi de représenter le filtre sous
la forme :

Ism

)

FILTRE
US m

IV.3-12 — impédance d’entrée et de sortie

Un filtre peut se modéliser de la maniére suivante.
Ie,m ST TTTTTmT T T T T 1 -[s,m

}é ()ngw)er,m U

H(jw) le gain en tension

Zo l'impédance d’entrée

Zs l'impédance de sortie

[

U Nous avons donc naturellement Z, =

~

e,m

U Il n’est a priori pas simple de déterminer Z.

1V .-3-7i2 — cas idéal

[J Pour une amplification en tension, le cas idéal correspond & une impédance d’entrée infinie et une
impédance de sortie nulle.

0 En effet, il faut que 'impédance d’entrée soit infini pour faire une prise de tension parfaite, comme
un voltmetre idéal.

O De plus, afin de ne pas provoquer une effet diviseur de tension sur la tension de sortie, il faut que
I'impédance de sortie soit nulle.

IV-3-1wv — filtre passif

0 Prenons I'exemple d’un filtre passe-bas du premier ordre.
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—__ —
R R
Uem —— |Usm Uem — Ry |Usm
C C
. 1
0 Nous avons tout de suite Z, = R + —— # oc.
— jCw

[ De plus si nous branchons une résistance en sortie du filtre conformément au schéma ci-dessus, alors
la fonction de transfert devient :

1
Ry X ——
XJC’w
1 R
R, + — -
Hiw - "iCw 11 iR.Cw  _ R, L, 1
=1 R L Ry I (Ru+R)+jRR.Cw’ 1+jRCw
YT C0w 1+jR,Cw
]%4—7}%+L
Y jCw
IV-3-v — cas avec AO
[J Considérons l'intégrateur modifié.
R/
1
| |
||
lew g
L - D> oo
\
Ue,m + Us,m

0 Nous savons déja que 'impédance de sortie de ce filtre est nulle car la tension de sortie de ’AO ne
dépend pas, justement, de ce qui est branché directement entre sa sortie est la masse.

0 Quid en revanche de I'impédance d’entrée ?

O Ici Lo, traverse le résistor R. Comme le potentiel V_ est nul (car ’AO et idéal et en régime linéaire
donc Vy = V_ et que V; = 0). Nous avons ainsi (Uem — 0) = R Lo, soit Z, = R.

[0 Pour un filtre & AO, 'impédance d’entrée n’est pas infinie. N

0 Si on voulait vraiment une impédance d’entrée infinie, nous pourrions utiliser des montages suiveurs,
mais ¢a risquerait d’introduire de nouveaux défauts.

IV-4 — D’autres fonctions de transfert

IV-4-1 — entre grandeur de sortie et grandeur d’entrée

[J De maniére plus générale, pour le filtre ci-dessous, il est possible de définir plusieurs fonctions de
transfert.
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Is,m

FILTRE Usim

0 La fonction de transfert est le rapport d’une grandeur de sortie sur une grandeur d’entrée :

. Us,m . . 9
U H(w) = i : gain en tension, c’est connu
e,m
Ism
U H(jw) = : gain en courant
[e,m
. Us,m . 2
O H(Gw) = T transimpédance en €2
e,m
Ism
O H(jw) = o transadmittance en S
e,m

IV-4-11 — quelques modifications
[J modélisation
0 Considérons I'exemple d’'un filtre de gain en courant. Alors sa modélisation est la suivante :

[e,m ___________________________________ [sm

Tﬂ(]w) X Ie,m

N
o
5

___________________________________

O Il a fallu modéliser le générateur de sortie en NORTON.
O Dans ces conditions, le filtre est idéal pour Z, = 0 (comme un ampéremeétre idéal) et Zy infini.

[l et le gain en dB ?

0 Pour la transimpédance et la transadmittance, comme les fonctions de transferts sont dimensionnées,
il n’est pas possible de calculer directement le gain en dB. Il faut pour cela transformer légérement
la définition avec une grandeur Hy de référence (souvent, mais pas obligatoirement H.y) :

|H(jw)]

GdB =20 log ?
0
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Filtres I

Au niveau du cours

[0 Les définitions

0 Sont a savoir :

filtre, fonction de transfert, nature d’un filtre, ordre d’un filre
approche fréquentielle, spectre d’un signal

pulsation de coupure, bande passante, bande coupée

gain en décibel, réponse en phase, diagrammes de BODE

I I R

O Les lois

[ Connaltre les conditions de stabilité d’un filtre.

[J la phénoménologie

[0 Connaitre :
[ les spectres d'un signal triangulaire, d’un signal rectangulaire
[ les effets en terme de fréquence des filtres
0 les effets que peuvent avoir au niveau de la réponse en phase et du gain en dB chaque ordre
de filtre

U les exemples fondamentaux

[0 Connaitre :
O les filtres d’ordre 1 R,C passe-bas et passe-haut
O les filtres d’ordre 2 R,L,C' série passe-haut, passe-bas, passe-bande et coupe-bande

Au niveau de I’analyse
[1 Analyse physique

0 11 faut savoir déterminer a priori la nature et ’ordre d’un filtre.

Au niveau des savoir-faire

[ outils mathématiques

[0 Connaitre parfaitement :
[0 la maniére de déterminer le comportement équivalent de fonction

[l petits gestes

0 11 faut :
[l savoir déterminer les équations des asymptotes pour les diagrammes de BODE
[l savoir déterminer une bande passante, une pulsation de coupure
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