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PCSI1, Fabert (Metz) I — Oscillateur harmonique amorti en régime libre
Oscillateur harmonique I

Dans ce chapitre, nous allons étudier les oscillateurs sous toutes les coutures. En effet les oscilla-
teurs sont a la base de trés nombreux modéles de physique, ils sont donc trés utilisés et leur maitrise
est indispensable dans tous les domaines de la physique.

Nous commencerons par I’étude de I'oscillateur mécanique harmonique en régime libre qui ira vite
car tout a déja été (presque) fait. Ensuite nous verrons deux exemples d’oscillations non linéaires et
les méthodes adaptées pour les étudier. Enfin nous finirons par I’étude de 'oscillateur mécanique en
régime sinusoidal forcé, ce qui nous permettra d’introduire un nouvel outil 6 combien important en
physique : la notation complexe.

I — Oscillateur harmonique amorti en régime libre

I-1 — Oscillateur harmonique ?

O Tout d’abord la définition.

Un dispositif se comporte comme un oscillateur harmonique lorsque la force de rappel
qui tend a le ramener a sa position d’équilibre stable est proportionnelle & son écart avec
cette position d’équilibre.

0 11 faut bien voir que c’est un modeéle et que donc, en soi, il sera rarement « exactement parfait ».

[ Toutefois, c¢’est un modéle dont nous pouvons sentir aisément qu’il sera trés utilisé car il correspond,
en fait, & des approximation a ’ordre 1 des forces autour de I’équilibre.

U Imaginons une position d’équilibre z4,. Alors, en notant naturellement f = f(z)u, la force qui
s’exerce sur ce point matériel, nous avons naturellement f(zs,) = 0 et donc, quelle que soit la force,
nous pouvons écrire, autour de cette position :

d d
f(x) - f(l'éq) + (l‘ - xéq) d_i(méq) = (:L‘ - xéq) d_i(zéq) X (l‘ - xéq)

O Ainsi, en premiére approximation, (presque) tout se comporte comme un oscillateur harmonique
autour d’une position d’équilibre.

[0 Nous comprenons ainsi aisément pourquoi les oscillateurs sont des modéles largement utilisés pour
étudier des situations proches d’une position d’équilibre.

I-2 — Modélisation mécanique
I-2-2 — montage

[0 Considérons le dispositif ci-dessous dans lequel une masse considérée comme ponctuelle est accrochée
a un ressort et & un amortisseur.
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PCSI1, Fabert (Metz) [-2 — Modélisation mécanique

0 Analyse physique :

[0 la masse va osciller verticalement en étant freinée par I’amortisseur : ce n’est pas une évolution
conservative

[0 la trajectoire est contrainte, il y a un seul degré de description

U grandeurs pertinentes : m, H, g, k, ¢y et h qui caractérise I’amortisseur

[ Ici nous cherchons I’équation différentielle régissant 1’évolution de x(t).
O Analyse technique :

[ le repérage est simple : I'axe sera vertical et le centre sera choisi soit en haut soit en bas, mieux
vaut en bas histoire d’avoir des z(t) positifs
[0 nous avons le choix entre un PFD et une méthode énergétique : peu importe ici

I-2-22 — phénoménologie et caractéristique d’un amortisseur

[0 Un amortisseur est, comme son nom l'indique, fait pour amortir les mouvements : il resiste a 1’étire-
ment quand il est en train d’étre étiré et résiste a la compression lorsqu’il est en train d’étre comprimé.
Il y en a sur les coffres de voiture par exemple.

[ Lorsqu’un amortisseur ne change pas de longueur, il n’exerce aucune force.

Un amortisseur est caractérisé par sa constante d’amortissement h exprimé en N.s.m™!.

Plus la constante d’amortissement h d’un amortisseur est grande, plus I'amortisseur est
dur.

O A la limite, c’est comme pour les ressorts :

0 une constante d’amortissement infinie correspond & une barre rigide
[l une constante d’amortissement nulle correspond a une absence d’amortisseur
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PCSI1, Fabert (Metz) [-2 — Modélisation mécanique

La force qu’exerce un amortisseur sur un objet accroché a une de ses extrémité

o P dé@) X
s’exprime sous la forme f = —h —— Ugoptant OU :

dt
O h est la constante d’amortissement

O /(t) est la longueur de 'amortisseur
O Usortant €St le vecteur unitaire toujours dirigé vers l'extérieur et tangent a I’amortisseur
au niveau de ce qui subit la force

| | m
| i ° >

Usortant

[ Il n’est en rien étonnant que la force exercée par un amortisseur ressemble beaucoup & une force de
frottement fluide étant donné qu’un amortisseur est rempli d’un fluide a l'intérieur duquel bouge un
piston.

I-2-741 — équation différentielle régissant I’évolution

[ Faisons la liste des forces qui s’exercent sur M :
[0 force a distance : le poids P= mg=—mi,
[0 force de contact :
(] la tension exercée par le ressort :

f = —k (gl(t) - gO) ﬁsortant == +k (H - .ﬁL’(t) - gO) ﬁ:v

0 la force exercée par I’amortisseur :

- ddyt) . dz@) .
f = —h %() Usortant,2 = —h % Uy avec EQ(t) = l‘(t)
0 Ecrivons le PFD sur la masse et projetons le sur .
L " dx(t d2a(t
P + Tressort + fam = malt) ~ —mg—k(H—xzt) —{)(=1)—h zi) (+1)=m d:;()
0 En simplifiant nous obtenons :
dz(t) d?z(t) d?z@t) h dz@) k k
—mg+k (H—x(t)—lo)—h - " ae ~ 2w +E$(t):—g+a(H—fo)

[ position d’équilibre

U Déterminons la position d’équilibre zeg.

[0 L’équilibre est un mouvement particulier, ¢’est donc une solution de I’équation différentielle régissant
x(t).

O Introduisons donc la solution z(t) = x¢q = C' dans I'équation différentielle :

k k mg
0+O+Exéq:_g+E(H_£O) ~ xéq:H_EO_T

0 Ce résultat en plus d’étre homogeéne est cohérent :
U plus H est grand plus zs, est grand
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PCSI1, Fabert (Metz)

1.3 — Cas sans frottement

U plus €y est grand plus zeq est petit
U plus m est grand plus x, est petit
U plus £ est grand plus x¢q est grand

O et surtout h, ie. ’amortisseur, n’intervient pas dans le résultat !

[l écart a I’équilibre

0 Cherchons 'équation différentielle vérifiée par X (1) £

x(t)—Tsq. Pour cela, remplagons, dans I’équation
différentielle régissant 1'évolution x(t) par xeq + X (¢) :

d2X () hdX@ |k

k
— X — Tgq = — —(H -7
dt? m dt m (tH_qu g+m< 0)
[ Et avec la condition d’équilibre :

EX@  hdX@) k _j
[dﬁ R

m

U Ohoh ...

voila une équation qui a un gros air de déja vu! Le fait que le second membre soit nul est
rassurant : X (t) est I’écart a I’équilibre donc X (t) = 0 est forcément une solution.

[1 Nous remarquons aussi que, comme pour le ressort vertical tout seul, la pesanteur n’intervient pas
dans le mouvement.

[l écriture canonique

] Identifions avec I’écriture canonique :

wWo h
A2X () wy dX () ) Q m
= X () =
et e TSy g
O_m
k vk
0 Et ainsi wg = Eet@zwo%:Tm.

O Le facteur de qualité est d’autant plus faible que 'amortissement est grand. Rien de plus naturel !

I-3 — Cas sans frottement
I-3-2 — équation horaire
[ Si 'amortissement est nul h = 0, alors 1’équation différentielle devient :

d2X (¢
dt2( ) 4 w2 X(it)=0

O Cette équation différentielle admet comme solution X (t) = Xy cos(wot + @) avec Xy et ¢ qui dé-
pendent des conditions initiales.

Un oscillateur harmonique oscille sinusoidalement autour de sa position d’équilibre.
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PCSI1, Fabert (Metz) I.3 — Cas sans frottement

I-3-722 — représentation dans le plan de phase

0 Cherchons la vitesse : X () = —wy X sin(wO.t + ©).
[0 Pour éliminer les ¢ et trouver le lien entre X et X, rien de plus facile avec un bonne vieille formule
trigo :

X? X?
2 .2
cos“() +sin“() =1 ~ + =1
0+ sin() R
U C’est 'équation d’une ellipse.
P X
X

Un oscillateur harmonique non amorti en régime libre a une trajectoire elliptique dans le

plan de phase.

I-3-222 — aspect énergétique
[l valeur moyenne de I’énergie cinétique

0 Calculons la moyenne de I’énergie cinétique.
U Comme le mouvement est périodique, nous avons naturellement :

<E>—1/T1 X2 dt
D=5 | 5mX0

0 Avec X (t) = —Xowy sin(wet + ), cela donne :

1 Tl 2)(2 T
<EC>ZT/O §mw02X02 sinZ(wotJrgD)dt:mu;OiTO/O sin?(wo t + ) dt
T
B mwo? Xo2 /T 1 —cos(2wot + ) g — mwo? Xo2 sin(2wot + @)
2T, 2 4T 2 wo

B mwo? Xo? T sin(2wo 1"+ ) —sin(p) | mwo? Xo2
AT 2wy B 4

La valeur moyenne temporelle d’un cos (wt) ou d’un sin (wt) est nulle :

(cos(wt + ¢)) = (sin(wt+ ¢)) =0
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PCSI1, Fabert (Metz) I-4 — Oscillations avec frottements

La valeur moyenne temporelle d’un cos? (wt) ou d’un sin? (wt) vaut 3

(cos?(wt + @) = (sin*(wt + @) =

k X2
T

O Et avec 'expression de wy nous arrivons a (E.) =

[l valeur moyenne de I’énergie potentielle

U Cherchons tout d’abord 1’énergie potentielle associée & la force subie par l'oscillateur harmonique
quest X(t).

d2X k
0 L’équation différentielle vérifiée par X (¢) est dt2(t) + — X(t) = 0 ce qui donne le PFD équivalent :
m
d?X
M- (t) = —k X(t)

0 Tout se passe comme si la masse était soumise uniquement a la force —k X (t) .
U Comme le déplacement élémentaire est vertical, il se réduit & dX u, et le travail élémentaire s’écrit :

dE,

. : 1
W =frdif=-kXdX = —dB, ~ —2=kX ~ B=_kX*+C"

1
U Et en prenant la constante nulle la ot la force est nulle aussi, ze. en X = 0, nous trouvons E,, = 5 kX2

[0 Nous pouvons donc maintenant déterminer 1’énergie potentielle moyenne :

<E>_1/TlkX2(t)dt—i/TlkX2cos2(wt+g0)dt
P T ), 2 T Jy 2 "

kX
==

O Ce qui donne, avec le résultat précédent : (E,)

[J résultat et interprétation

O Nous pouvons constater que (E,) = (E¢).

En régime libre, un oscillateur harmonique non amorti posséde, en moyenne, autant

d’énergie potentielle que d’énergie cinétique.

J Remarquons une fois de plus que les oscillations ont pour origine un échange énergétique entre deux
formes différentes d’énergie : cinétique et potentielle.

I-4 — Oscillations avec frottements

I-4-2 — pour une évolution connue
0 L’équation différentielle vérifiée par X (t) s’écrit :
X)) | wo dX@)
a | Q a

O Nous savons déja la résoudre (cf. circuits en régime transitoire). Le type de solution dépend du facteur
de qualité :

+we? X)) =0
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1-4 — Oscillations avec frottements

PCSI1, Fabert (Metz)
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I-4-22 — vue dans le plan de phase

[J Regardons les 6 trajectoires suivantes dans le plan de phase ou seul le facteur de qualité varie. Il
vaut : 0,1;0,2; 0,5; 1; 5; 50.

0 Jouons & « qui est qui? »

Graphique 2

Graphique 1
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Graphique 4

Graphique 3
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PCSI1, Fabert (Metz) I.5 — Analogie avec le circuit R,L,C' série

Graphique 5 Graphique 6
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U Repérer les trajectoires correspondant aux régimes pseudo-périodique est facile : il y a oscillation
donc la trajectoire passe aussi en X (t) < 0. Associer les bons facteurs de qualité ne pose pas non
plus de soucis particulier : plus il y a d’oscillations, plus le facteur de qualité est grand.

O Et pour les autres ? Nous ne pouvons plus nous fier aux oscillations puisqu’il n’y en a plus. La seule
différence, c’est la rapiditié avec laquelle ’OH atteint son régime permanent. Malheureusement, cette
durée n’est pas visible sur les plans de phase. Cependant comme les conditions initiales et le régime
permanent sont tous identique, les évolutions les plus courtes seront les plus rapides. Il nous suffit donc
de regarder les valeurs de vitesse pour savoir qui est le plus rapide. Nous obtenons donc que @ = 0,5
correspond au graphique 6, que Q = 0,2 correspond au graphique 1 et () = 0,1 au graphique 4.

I-5 — Analogie avec le circuit R,L,C' série

0 Allons au-dela de la simple constatation de la similarité de I’équation différentielle.
0 Cherchons quelles grandeurs caractéristiques jouent des roles analogues.
[J Nous avons ainsi :

_ 1 — E t Q_i\/z Q_'km
W= TTe Yo =\ ¢ “rVC T

U Vu que les grandeurs physiques mises en jeu R, L, C, h, k et m sont non homogeénes, il existera

plusieurs analogies possibles. Cherchons la plus simple.
U Remarquons que R et h n’interviennent qu’a un endroit et posons . Il reste :

(
vic  Vm ok
1/£<—>~/km L——m

C

\

[ Les analogies permettent d’étudier expérimentalement des dispositifs a partir de montages sensible-
ment différents. Par exemple ici il est possible d’étudier les oscillations d’une masse a partir d'un
circuit R,L,C série.

L’analogie n’est pas ici entre la mécanique et 1'électrocinétique, mais entre un montage particulier
en mécanique et un montage particulier en électrocinétique.

II — Oscillations non linéaires
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PCSI1, Fabert (Metz) II-1 — Pendule simple rigide

II-1 — Pendule simple rigide
II-1-2 — encore lui!

[J Reprenons le pendule simple rigide non amorti.

///////O/////////

[J Rappelons les résultats :

1 . 2
Em=—-m0*0*t) —mg cosft) = C* et 40

2 @

S|

sinf(t) =0

II-1-2¢ — évolution au premier ordre
O En considérant |6(t)| < 1, nous avons sin 0(t) = 6(t) et 'équation différentielle devient :

d?6(t)

wﬁ“%@(t)zo

O De solution 6(t) = 0y cos(wot + ) ot wy = \/%

O Nous constatons alors que la pulsation des oscillations ne dépend pas de 6y (pourvu seulement que
Oy soit suffisammment faible.

Pour le pendule simple, il y a isochronisme des petites oscillations. I

II-1-7222 — apparition d’harmoniques

[0 Que se passe-t-il si 0(t) reste petit mais moins ?

[l une nouvelle équation différentielle

[ Pour 6(t) petit mais moins, nous pouvons écrire :

93
ing—0— —
sin 5
[ Et I'équation différentielle devient :
d29(t) 2 WO2 3
e el =0

[0 C’est une équation différentielle non linéaire ce qui fait qu’elle demande, pour étre résolue, des
méthodes particuliére.
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PCSI1, Fabert (Metz) II-1 — Pendule simple rigide

O idée de base

[J Nous savons déja que le mouvement va étre périodique, mais nous ignorons a prior: la pulsation w.
Nous allons donc chercher une solution de la forme :

O(t) = ay cos (wt) + as cos (2wt) + ag cos (3wt)

0 Comme nous cherchons une solution pour 6(¢) petit, nous savons que la solution est proche de celle
que nous avons trouvé avant, ie. que :
O ay < ag
0 w~wy
U Nous allons en plus supposer que :
U a; est du premier ordre, ie. que a; < 1, ce qui est normal vu que 6(t) suffisament petit pour
pouvoir faire un DL de sin 6(¢)
U as < a1, ce qui est normal vu qu’il s’agit d’un terme correctif par rapport a la solution au
premier ordre : as est donc un infiniment petit du second ordre
0 a3 < as, car nous allons considérer que le 3° terme est un terme correctif du second : asz est
donc un infiniment petit du 3° ordre
O 11 est normal de chercher une solution « & l'ordre 3 » étant donné que 1’équation différentielle (et
notamment le sinus) a été développée a l'ordre 3. Cela implique qu’il faudra s’arréter a 'ordre 3 et
que tous les termes d’ordre 4, 5, ...devront étre négligés.
O Ainsi a3 a; est du 4¢ ordre, ay? aussi, as as est du 5¢ ordre, . ..

O c’est une nouvelle solution

0 Introduisons I'expression de () dans I’équation différentielle et regardons ce que cela donne.
O Pour #3(t), nous avons :

03(t) = (a; cos (wt) + as cos (2wt) + as cos (Bwt))”
= a;® cos® (wt) + a1% ay cos? (wt) 4+ cos (2wt) + ar’ as cos? (wt) cos (Bwt) + - -~

J

négligeable

3 cos (wt) + cos (3wt)
4

U Soyons organisés : en introduisant () dans I’équation différentielle, nous allons voir apparaitre des
cos (wt), cos (2wt) et cos (3wt). Regroupons les dans un tableau :

0 Et ainsi : 02(t) = a1® cos® (wt) = a;® x

O(t) = a1 cos (wt) (g COS (2wt) az cos (3wt)
O(t) = —a1 w sin (wt) —as 2w sin (2wt) —az 3w sin (3wt)
O(t) = —ay w? cos (wt) —as4w? cos (2wt)  —az9w? cos (Bwt)
w2 O(t) = a1 wo? cos (wt) +as wp? cos (2wt) +asg wy? cos (3wt)
2 .3 S |
_w% 03 (t) = _w% a131 coS (wt) _w% al?’i cos (3wt)

[ La somme des trois derniére ligne doit étre nulle, ce qui donne :
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PCSI1, Fabert (Metz) II-1 — Pendule simple rigide

1
<—a1 w2 + aq w02 — g w02 a13> cos (wt) + (—ag 4 ? + ay wOQ) CoS 2wt) + - -+

- . y o
ngtA :OB
2 2 1 53
o+ | —9a3w” + azwy —ﬁwo a1’ | cos(3wt) =10
e

[0 Pour que cette somme soit constamment nulle, il faut que chacun des coefficients soit nul.

[J conséquences de A =0

2
0 A = 0 donne a; w? = a3 wy? (1—%).

O Et comme a; # 0 (sinon c’est la solution correspond & 6(t) = 0 ce qui n’est guére intéressant), nous
trouvons, en n’oubliant pas que a1 < 1 :

2 2
2 2 ai ay
w wWo ( 8) w w0< 16)

[ Ici la pulsation dépend bien de 'amplitude a;. La correction est d’ordre 2.

L’isochronisme des oscillations n’est pas une loi générale. I

[J conséquences de B =0
0 B = 0 donne (wy? — 4w?) as = 0.
0 Comme w =~ wy, il n’est pas possible d’avoir (wy? — 4w?) = 0, c’est donc que ay = 0.
U Il n’y a pas d’harmonique paire.

[l conséquences de C' =0

a13 w02

0 C =0 donne (wo* — 9w?) az — YR 0.

[] Ici, si nous voulons écrire w a l'ordre 2, cela donnerait, avec az un terme d’ordre 5 que nous devons
négliger. Par conséquent, nous écrirons simplement w = wy et cela donne :

a13 WQQ aq

—Swn’as = = T BT g

3

U Nous pouvons vérifier que ag est bien du 3° ordre.

[J comparaison avec des résultats numériques

0 Sur le graphique 7, nous avons tracé le plan de phase sur lequel nous pouvons visualiser les mouve-
ments périodiques mais non sinusoidaux.
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PCSI1, Fabert (Metz)

II-2 — Oscillateur de VAN DER PoOL

Graphique 7

Graphique 8
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U Sur le graphique 8, nous avons tracé :

2 wa TO;
O la valeur approchée —2P2% —
Wo

Wealc N . . . N . .
[0 le rapport ——— ol weqe est la pulsation des oscillations obtenues aprés une résolution nu-

Wapprox
mérique de 1’équation différentielle en sin 6.

O Nous voyons alors bien que I'approximation est excellente jusqu’a a; = 160 °, ie. que 'approximation

160
— 1 =28...

|0(t)] < 1 est parfaitement justifiée jusqua 0 = 130

I1-2 — Oscillateur de VAN DER POL

II-2-2 — équation d’évolution

[l L’équation de VAN DER POL modélise de maniére purement mathématique un oscillateur.

dz(t)
dt?

dz(t)
dt

2
— EWwy 1—(5)
0

+wolzt) =0

0 Comme nous allons le voir, cette équation permet la naissance et la stabilisation d’oscillations, ce
qui peut étre utile pour représenter des évolutions de phénomeénes naturels.

11-2-72 — résolution « avec les mains »

O Supposons tout d’abord que |z(t)| < xg, alors I’équation différentielle s’écrit :

d?z(t)
dt?

da(t) 2
dt

— EWp

+we“x(t) =0

[ Cela ressemble & une équation différentielle du second ordre dont nous avons I’habitude, sauf que
le second terme posséde un coefficien négatif, un peu comme si le facteur de qualité était négatif.

[0 Du point de vue des solutions, cela signifie qu’au lieu d’étre exponentiellement décroissantes en
e Y7 elles seront exponentiellement croissantes en e *9/7 : ¢’est & ce moment que les oscillations vont

apparaitre.

O Supposons maintenant que |x(t)| > xg, alors I’équation différentielle s’écrit :

d?z(t) 22(t) da(t) )
12 €Wy w2 dt wo“x(t) =0
(© Matthieu Rigaut 12 / 30 Version du 30 nov. 2010



PCSI1, Fabert (Metz) II-2 — Oscillateur de VAN DER POL

22(t) da(t)

1’02 dt
élevé que |z(t)| est grand : les oscillations ne peuvent croitre jusqu’a l'infini.

0 Cette fois le terme d’amortissement & wy est non négligeable et, en plus, est d’autant plus

I1-2-22¢2 — évolutions dans le plan de phase

0 Regardons I'évolution d'un oscillateur de VAN DER POL pour lequel € = 0,1 en mode temporel et
dans le plan de phase pour trois conditions initiales différentes.

Graphique 9 Graphique 10
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[0 Nous pouvons constater que quelles que soient les conditions initiales, la trajectoire dans le plan de
phase tend vers un cyle limite, ze. vers une trajectoire correspondant & un mouvement périodique.

[0 Notons qu’ici, comme dans les évolutions suivantes, que les trajectoires ne se coupent pas : I'oscillateur
de VAN DER POL est en régime libre.

[0 Pour € = 0,7, cela donne, avec les mémes conditions initiales :

Graphique 11 Graphique 12
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0 Comme cela se voit avec ’évolution temporelle, le régime permanent est atteint beaucoup plus vite
et ne ressemble vraiment plus a une évolution sinusoidale.

[l Pour € = 2, cela donne, avec les mémes conditions initiales :
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PCSI1, Fabert (Metz) IIT — Oscillateur harmonique amorti en régime sinusoidal forcé

Graphique 13 Graphique 14
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0 L’effet est amplifié : le régime permanent est atteint encore plus rapidement et le cycle limite n’est
plus du tout sinusoidal.

IIT — Oscillateur harmonique amorti en régime sinu-
soidal forcé

III-1 — Modélisation mécanique

III-1-2 — montage

U Introduisons dans le montage précédent un excitateur. C’est moins évident qu’avec un circuit électro-
cinétique, mais quand méme possible.

O Au repos (moteur éteint), le point A est a la hauteur H et lorsque le moteur tourne, la cote de A
vaut z4(t) = H + a cos (wt).

[ Le moteur tourne a la vitesse angulaire w.
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PCSI1, Fabert (Metz) III-1 — Modélisation mécanique
[/

D

————————————————— a Ccos t
A -;\--0A I (wt)
fl(t) k
I
H
_!(__ m

62(75) h Tﬁx

0
o /(//'///////////////////

O Analyse physique :
[ le moteur va faire osciller la masse va osciller verticalement tout étant freinée par I’amortisseur
mais le moteur n’agit pas directement sur la masse!
0 la trajectoire est contrainte, il y a un seul degré de description mais I’évolution est forcée.
O les grandeurs pertinentes : m, H, a, w, g, k, oy, h
O Analyse technique :
[ le repérage est simple : 'axe sera vertical et le centre sera choisi soit en haut soit en bas, mieux
vaut en bas histoire d’avoir des z(t) positifs
[ ici, vu que nous ne savons pas comment le moteur va intervenir énergétiquement parlant,
mieux vaut utiliser un PFD.

III-1-7¢ — équation différentielle régissant 1’évolution

[ Les forces qui s’exercent sur la masse sont physiquement les mémes que lorsque le régime n’était pas
forcé :

dly(t)

ﬁ + CZ_j;ressort + f;m = mc_i(t) ~ -—mg— k (gl(t) - 60) <_1) —h dt

0 Ecrivons maintenant (et c’est la que nous allons voir apparaitre I'influence du moteur) tout avec un
seul degré de description, ici z(t) :

dly(t)  dx(t)

dt dt

li(t) =xa(t) —z(t) = H + a cos (wt) — x(t) et loy(t) = x(t)  ~>

[0 En remplacant nous obtenons :
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PCSI1, Fabert (Metz) III-1 — Modélisation mécanique

2
—mg+k(H+ a cos(wt) — x(t) — ) — dz(® :md 2 ()

dt dt2
2z h dze) Kk k k
dtz() ~ di)+Ex(t):_9+E(H_£O)+EQCOS(WU

O C’est la méme équation différentielle que précédemment avec seulement le terme a cos(wt) en plus
dans le second membre.

[0 équation différentielle en X (t)

U Introduisons la position d’équilibre x(t) = x¢q + X (t) 00 eq = H — £y — % :
da) hodey ko Kk L) ﬁ@+ﬁ(xt_x)__acos ]
de? m dt  m ()_meq m wt) dt? m dt  m ) T m wt)
o X(t) _ dz)
O Et =—"
ainsi puisque — T
d2X h dX k k d2X dX
dtZ(t) o dt(t) TR A= pecsy dtQ(t) * % dt(t) wo? X (1) = wo® @ cos (wi)

[0 Cherchons maintenant & résoudre cette équation.

III-1-722¢2 — phénoménologie et premiers pas vers la solution
[l phénoménologie

U Nous savons que la solution sera du type X (1) = Xjipre(t) + Xp(t) ol :
O Xiibre(t) est une solution de type régime libre (apériodique, critique ou pseudo périodique)
U X, est une solution particuliére, la seule qui restera en régime permanent, qui sera du type
Xo cos(wt + @)
[0 En d’autres termes la solution compléte va tendre, de toute facon, vers une solution sinusoidale de
méme pulsation que I'excitation.

La réponse d’un dispositif linéaire & une excitation sinusoidale est elle aussi sinusoidale

de méme pulsation que la pulsation d’excitation.

0 Cela n’a 'air de rien, mais la loi précédente est absolument fondamentale. Elle I’est tellement et nous
I'utiliserons de maniére tellement naturelle que nous aurons tendance a oublier qu’elle n’est en rien
évidente.

[ Le corrolaire de cette loi est que si nous voulons « créer » une pulsation 2w a partir d'une excitation
w il va étre nécessaire d’utiliser un dispositif non linéaire.

[J trouver la solution particuliére

O Cherchons la solution sous la forme X, (t) = A cos (wt) + B sin (wt).
[ Cette solution est une solution de I’équation différentielle, calculons donc les différents termes.

wl X(t) = Awp? cos (wt) +B wy? sin (wt)
ﬂ@: +Bw0w cos (wt) _Awow sin (wt)
© dQ()i(t(t) @

—mt = —Awlcoswt) —Buw?sin(wt)
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PCSI1, Fabert (Metz) III-2 — Un puissant outil : la notation complexe

[ La somme de tous ces termes doit valoir, d’aprés I'équation différentielle, a cos (wt) ce qui donne :

B A
(Aw02+ o —Aw2> cos (wf) + (Bw(f— o —Bw2> Sin (wt) = a cos (w1)

[ Pour que cette équation soit vérifiée a tout instant, il faut :

O I1 ne reste plus qu’a résoudre en A et B ...

0 Ce n’est pas tant que cette méthode ne marche pas, bien au contraire, mais c’est qu’elle est assez
pédestre et, surtout, qu’elle ne permet pas de déterminer les parameétres véritablement importants
comme, notamment, I’amplitude des oscillations.

0 C’est pourquoi nous allons utiliser une autre et nouvelle méthode.

III-2 — Un puissant outil : la notation complexe

I1I-2-2 — une grandeur sinusoidale ...

Pour une grandeur sinusoidale X (t) = X, cos(wt + ¢) :
Xm est Uamplitude
w est la pulsation
wt+ @ est la phase instantannée
v est la phase a lorigine (des dates)

I I I R

II1-2-722 — ... peut se représenter par une grandeur complexe ...

Une grandeur sinusoidale réelle X (t) = X, cos(wt + ¢) est représentée par la grandeur
complexe notée x(t) qui vaut :

X(1) 2 X, el Wite) iz &ej”t ou Xy, est 'amplitude compleze.

O Pour passer du réel en complexe, il suffit de faire cos() — eI 0.
U Si nous avons l'expression compléte de la grandeur complexe alors il est trés simple de retrouver la
grandeur réelle.

Entre une grandeur réelle X (¢) et sa grandeur complexe associée X (t) nous avons :

X(t) = Re(X (1))

[ La pulsation w est imposée par le moteur. Il faut donc trouver, pour la solution particuliére, X, et
@. Or, justement : Xy, = | Xin| et ¢ = arg(Xn).

Toutes les informations intéressantes d’une grandeur sinusoidale sont dans I’amplitude

complexe.

III-2-732 — ... pour étre facilement dérivée

O Soit une grandeur quelconque X (t) = X, cos(wt + ¢) et sa notation complexe X (t) = &ej“t.
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PCSI1, Fabert (Metz) ITI-3 — Des expressions complexes mais simples

dX
[0 Cherchons I'expression de dt(t) :
dX
dt(t) = —Xnwsin(wt+ ¢) = Xy w cos(wt + ¢ + m/2)
dX
[0 Et cherchons la notation complexe de d;t) :
did(t(t) = X, wel @HETT/D) — X edT/2 gl i)

= Xpwjel @) = jw X

0 Tout se passe comme si nous avions dérivé directement X (1) = X, el«?!

La représentation complexe d’une dérivée est la dérivée de la représentation complexe. I
Pour dériver une grandeur sinusoidale complexe, il suffit de multiplier par jw. I

0 Nous avons donc X (1) = (jw)? X(t) = —w? X(t).

III-3 — Des expressions complexes mais simples

0 A partir de maintenant, bien que nous continons & chercher X,(t), nous allons noter cette solution
particuliere xz(t).
[ En fait, nous allons chercher X (¢).

II1-3-2 — pour I’élongation

0 Passons 1'équation différentielle en notation complexe avec cos() — eI :

X+ LX) + we X (1) = wol a cos (wi) — X(t)+%§(t)+wo2z(t):w(ﬁaej“’t

0 X

O Avec X (1) = X el¥t; X(t) =jwX et X(t) = —w? X (1), nous arrivons a :

—w? X eHT %jw&Weroz&M:wOZaﬁw ~ <w02—w2+j%> X =wo’a

2
w
U Et ainsi : X, = 0

T X @

wo? —w? +j 20

Q

[l écriture canonique

. w . . . < .
U Introduisons la grandeur u = —. C’est une grandeur sans dimension proportionnelle & la pulsation w.
Wo
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PCSI1, Fabert (Metz) III-4 — Résonance en élongation

Une grandeur réduite est une grandeur adimensionalisée a partir d’'une grandeur
caractéristique de référence.

0 En divisant par wy? au numérateur et au dénominateur, nous obtenons :

1 1
m = 3 X a ~ Xm = ﬁ X a
- w LW I e o
1— — J
WQ2 +J QWO Q
III-3-7¢ — pour la vitesse
0 Rien de plus simple : X (1) = jw X(t) donc, en notant X)) = ﬁej“t :
V= jwX A L
VYm =]WAR ~ _m_w2 w2+ju}wOXG’
02 — Z0
Q
[ écriture canonique
O Notons Vy = awy et divisons par wy? numérateur et dénominateur :
L w
T ju
m = 0 x Vo ~ Vo=—"T""7%xW
- w LW - 1 — 2 s
l——+j— u” ) 0
wo? Qwo

III-4 — Résonance en élongation
I11I-4-7 — amplitude

[0 Nous allons nous intéresser a I’amplitude réelle X, = | Xy,| qui représente le débattement de la masse.

1
X = | Xp| = |————— xa| = ¢

T 1—u2+j2 2, U
Q (1—u)+@

[0 Mieux vaut travailler en comportement asymptotique dans un premier temps.

[0 comportement qualitatif

[ Pour trouver le comportement qualitatif de ’amplitude complexe, nous allons rechercher son com-
portement asymptotique en 0 et en +00 ainsi que sa valeur pour une valeur particuliére.

Pour déterminer le comportement asymptotique d’une fonction, il suffit de garder le ou

les termes prédominants.

[l Procédons par ordre.
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PCSI1, Fabert (Metz) III-4 — Résonance en élongation

. Xp~a—
Si w—0 alors ©w— 0 et X, ~a donce { @ “
- SD 5 0
(
a
a a Xp~— —0
Si w— +00 alors u— +00 et erv—2:——2 donc — 2
— —u u -+
% T
\
(
. a . X = Q a
Si w=uwp alors u=1 et Xy=—-—=—-ja@ donc ™
Q \
0 Cette derniére valeur nous permet de dire que ¢ ———— —7.

0 maximum 7

2
0 Oui, il va y avoir un maximum : il sera situé¢ au minimum de D(u) = (1 — u?)" + —. Or :

Q2
dD(u) 5 2u 1 9
Tl =2(1—-u )(—2u)+5:2u @—Q(I—U)
U Et ainsi la condition d’extrémalité = 0 donne deux solutions u
U
U La premiere c’est u = 0 : il y a une tangente horizontale a l’origine.
1 1
O La 2° est telle que o 2 (1 —u,?) =0 soit u,> =1 — 207
1
U Pour que X, présente un maximum, il faut que 1 — Q—QQ > 0, de. il faut que @ > ﬁ, et alors
1 1
Uy = —
202

Il y a résonance dés lors que la réponse d’un dispositif est supérieure a 'excitation.

La résonance en élongation n’existe que si () est assez grand. Quand elle existe, elle n’est
