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Chapitre 5

Mécanique des systémes de points




PCSI1, Fabert (Metz) I — Mouvement d’ensemble

Mécanique des systémes de points I

Les dispositifs réels sont rarement assimilables & un point unique parce qu’ils peuvent se déformer
ou parce qu’ils n’ont pas une taille négligeable devant une longueur caractéristique de 1’évolution.
L’idée pour les étudier est alors de les découper par la pensée en des tous petits morceaux individuels,
chacun pouvant alors étre assimilé a un point matériel. Le probléme devient maintenant bien plus
complexe car au lieu d’un point nous nous retrouvons face & un nombre considérable de points
matériels pour lesquels il est inenvisageable d’écrire tous les PFD et de les résoudre. Il faut trouver
une autre approche. C’est ce que propose ce chapitre.

L’objectif principal de ce chapitre est d’adapter la mécanique du point matériel a 1’étude de sys-
témes constitués de plusieurs points matériels. Pour ce faire nous étudierons tout d’abord ce que nous
appelerons le « mouvement d’ensemble » d’un tel systéme et nous constaterons que cela se rapproche
énormément de la mécanique du point que nous connaissons déja. Aprés nous étudierons comment
décrire et prévoir le mouvement propre d'un systéme de points : cela nous aménera a introduire
une nouvelle notion : le moment cinétique. Enfin nous terminerons par I’approche énergétique des
systémes de points qui, bien que facile, réserve quelques surprises non intuitives.

Dans ce cours, nous nous limiterons & des définitions et des démonstrations concernant des sys-
témes de deux points matériels, toutefois les résultats (et les démonstrations) sont facilement géné-
ralisables & N points, méme avec N trés grand.

I — Mouvement d’ensemble

I-1 — Centre de masse

[J Comme nous allons trés rapidement le voir, le centre de masse d’un systéme de points joue un role
fondamental lors de son étude mécanique.

I-1.2 — définition

Pour deux points matériels M; et My de masse respective my et mo,

leur centre de masse noté G est tel que :
—_— S

—_—
mi GMl -+ Moy GM2 =0

O Nous pouvons dire aussi « centre d’inertie » (cdi), mais surtout pas « centre de gravité » car méme
si ces deux points sont souvent confondus, ils sont physiquement différents : nous verrons un exemple
de situation ot ces deux points ne sont pas confondus dans ce chapitre.

O I s’agit ni plus ni moins que du barycentre des masses. Ainsi, lorsque nous devrons le déterminer
pour plus que deux points matériels, nous pourrons utiliser toutes les techniques connues sur les
asociations de barycentres.

I-1-22 — position des points par rapport au centre de masse

[J Considérons le systéme de deux points suivants.
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PCSI1, Fabert (Metz) I.1 — Centre de masse

M, .~
G _.*
/.’
e
[0 Nous avons alors :
GM, +GMy =7 relation géométrique
—mq1 GM; +mo GMy = 0 projection de la définition du cdm

ce qui donne :

Pour deux points M; et Ms de masses my et mo séparés de £(t), le centre de masse G est

situé entre les deux et est tel que :
my

M = - M. - -
G M (1) m1+m2x£(t) et G My (t) e—I—

X L(t)

Le centre de masse est toujours du coté ot le systéme est le plus massique. I

I-1-222 — position du centre de masse

. é . . . é é
[0 Cherchons maintenant le vecteur OG en fonction des vecteurs positions OM; et OM;.

—

my GMy +my GMy =0 définition du cdm
—_— — —_— =
mi (GO + OMl) -+ Mo

—

(GO +OM,) =0 CHASLES
puis my OM; + ms OMsy = (my + my) OG

Soient deux points matériels M; et My de centre de masse G. Alors :

e e
O_Cf(t) _m OM;(t) + me OMy(t)

my + Mo

O Nous pouvons aussi projeter la relation précédente sur les axes iy, i, et .

Soient deux points matériels M; et M, de centre de masse GG. Alors :

Tg(t) = my x1(t) + meo To(t) Vot = my Y1(t) + ma ya(t) velt) = my z1(t) + me 2o(t)

mi + ma mi + ma mi + ma

Ces formules ne marchent pas avec les coordonnées cylindro-polaires. Ainsi :

ra(t) # my 7’;(1151) i Zz Ta(t) ot Bult) # my 9;(1151) i Zz 0

I-1-2v — mouvement du centre de masse

[1 Dérivons les relations précédentes.
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Soient deux points matériels M; et M, de centre de masse G. Alors :
My Ugp(Mit) + Mo Ujgp(Mo,t)

a%(th) - my + Mo

U Le mouvement de G permet de déterminer certaines caractéristiques du mouvement du systéme.

Le mouvement du centre de masse d'un systéme est appelé mouvement d’ensemble.

1.2 — Théoréme du Centre d’Inertie

I-2-2 — présentation du systéme

Un systeme est défini arbitrairement et a pour role de délimiter ce sur quoi s’appliquent
les lois physiques.

Tout ce qui n’est pas dans le systéme fait partie de I'extérieur.

O Avant, nous n’avions (quasiment) aucun probléme de définition de systéme puisqu’il n’y avait toujours
qu’un seul point matériel. Il en est autrement désormais.

0 Dans toute la suite, nous allons étudier un systéme . constitué de deux points matériels M; et M,
de masse my et mq. L’étude se fait dans le référentiel # pas forcément galiléen.

- fiea 7

fext—>1 ’_) M2
\/fr fext—>2
"Ml 2—1

Une force qui s’exerce entre deux points matériels d’un méme systéme est appelée force
ntérieure.

Une force exercée par I'extérieur d’un systéme sur une partie d’un systéme est appelée
force extérieure.

«)
Les forces extérieures incluent éventuellement les forces d’inertie.

[ Il va de soi que ces caractéristiques ne sont pas intrinséques aux forces puisqu’elles dépendent du
systéme et donc d'un choix arbitraire : des forces peuvent donc parfois étre « extérieures » et des
fois « intérieures ».

L’interaction intérieure fi_o est 'ensemble des deux forces intérieures f1 o et fi_.o.

O Lorsque nous ferons la liste des forces intérieures, il sera toujours plus rapide de parler des interactions
plutét que des forces : il y en a deux fois moins!
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PCSI1, Fabert (Metz) [.2 — Théoréme du Centre d’Inertie
I-2-22 — loi

] énoncé

Soit un systéme .¥ soumis aux forces extérieures fext—1 €t foxt—o dans un référentiel #
ext ext
quelconque, alors, en notant G le centre de masse de .7 :

d’U‘ 2(Gt)
Mot fext avec :

not

0 Mot = M+ Mo la masse totale du systéme ¥
0 > fext = fext—>1 + fext_,g la résultante des forces extérieures

0 démonstration

0 Ecrivons d’abord le PFD pour les deux points matériels :

du (t) - -
mq dlt = fext—1+ foon

du(t) - -
Mo th = fext—2 + fioo

O Additionnons ces deux relations. Nous obtenons successivement :

du; (¢ duy(t . - - S
1() + 2() - fext—»l +fext—>2+f2—»l +f1—>2

T T T
d L . .
T (a1 T1(t) + Mo ?72(75) = Zfext +0 3¢ loi de NEWTON : fo 1 = —f12

d(m +m
( . 2 Zfext

1-2-222 — lecture

0 Le TCI ne donne I’évolution que d’'un seul point matériel, qui plus est fictif : le centre de masse.
L’utilisation de cette loi sera donc en général insuffisante pour déterminer 1’ensemble de 1’évolution
du systéme.

[ Les interactions intérieures ne peuvent en aucun cas permettre au systéme d’avancer :

[0 souffler sur la voile d'un bateau alors que nous sommes dedans et que nous cherchons a avancer
avec le bateau ne peut pas fonctionner : en souflant, nous sommes autant rejetés en arriére que
la voile est poussée en avant en recevant le souffle (si, en plus, il n’y a pas de perte entre les
deux acteurs) ;

[0 quand nous sommes au ski ou sur des patins a roulette, si nous pouvons avancer sans utiliser
les cares, c’est grace aux forces de frottements.

O Exemple : ce n'est pas (vraiment) le moteur d’une voiture qui permet & celle-ci de se mettre en
marche, mais la force que la route exerce (d’ou I'importance considérable de I’état de la route et des
pneux). En effet, les forces extérieures qui s’exercent sur la voiture sont le poids P et les réactions
de la route.
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vl
]}

L

= Remarques :

[0 comme nous le verrons dans la suite, nous pouvons représenter le poids comme s’exercant au
centre de masse. Ce dernier est évidemment décalé vers 'avant pour une voiture a cause de la
présence du moteur.

[l la réaction de la route est résistante sur les roues arriéres et motrice sur les roues avant pour
une voiture dont les roues motrices sont a l’avant.

0 Contrairement a ce qui se passera plus tard lorsque nous nous intéresserons au mouvement propre,
il n’est pas important, ici, de savoir quel point précis subit la force. Il n’est donc pas fondamental de
respecter le « point d’application » méme si c’est toujours plus joli (et que cela sera indispensable
plus tard).

I-2-2v — justification de pratique courantes

0 Jusqu’a présent, nous avions souvent considéré qu'un objet pouvait étre analysé comme un point
matériel.

0 Cela se justifie non pas parce que 'objet est petit par rapport aux dimensions caractéristiques du
probléme, mais parce qu’en fait le point étudié est le centre de masse de 'objet.

U Comme le point d’application n’a aucune importance pour le TCI, nous pouvions faire comme si
toutes les forces s’appliquaient en GG et comme si l'objet n’était que G.

[1 De cette maniére nous pouvions avoir de maniére exacte et sans aucune approximation le mou-
vement d’ensemble de l'objet.

I-3 — Le cas particulier du poids

I-3-2 — deux facons de le voir

0 Il y aura toujours deux fagons de considérer le poids :
[l soit un poids qui s’applique sur chacune des parties
[0 soit un poids qui s’applique sur I’ensemble du systéme
[ Par exemple pour deux points matériels, nous pouvons, dans la liste des forces :
[ soit écrire les deux poids 131 =my g et 132 =Mmsg
O soit écrire directement la résultante : P = (m1 +mq) g
[ Lorsque le systéme aura visiblement un mouvement d’ensemble vertical, il sera plus logique, plus
physique et donc plus facile de considérer le poids total. En revanche lorsque le systéme aura des
parties pour lesquelles le poids ne joue aucun réle (ie. qui ont un mouvement horizontal), il sera plus
facile de considérer un poids par morceaux.

I-3-22 — chute d’un marteau, 1lére partie
[1 modélisation — analyse

[J Nous allons modéliser un marteau par une tige sans masse aux extrémités de laquelle sont accrochées
deux masses m et 3m.
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PCSI1, Fabert (Metz) I.3 — Le cas particulier du poids

G 3m
14 p H
T \0 o ____.
h i,

[l Le marteau est laché sans vitesse initiale I’ensemble & partir de la hauteur h et nous allons chercher
a déterminer comment va tomber le marteau.
[ Les frottements sont négligés.
O Analyse physique :
0 globalement, le marteau tombe sous 'effet du poids dans le référentiel terrestre considéré
comme galiléen
[0 comme les conditions initiales et les forces sont contenues dans le plan vertical, le mouvement
va étre plan, donc il y aura trois degrés de description : z¢(t), 2g(t) et puisqu’en plus de tomber,
le marteau peut tourner sur lui-méme 60(t)
O la chute va dépendre de m (inertie), ¢ (géométrie) g (action), h et §y (conditions initiales).
0 Analyse technique :
[0 la chute étant globalement verticale, pour le mouvement d’ensemble, nous allons choisir un
repérage cartésien
O nous allons privilégier une approche de type « force » (trop de degrés de description)
O nous allons travailler sur le systéme . consituté de { m + 3m + tige} de préférence au
systéme { m + 3m } de sorte que nous n’ayons pas a nous préoccuper des forces tige — m car
elles deviennent alors des interactions intérieures

[0 mouvement d’ensemble
0 Les seules forces extérieures qui s’exercent sur le systéme sont les poids de m et 3m.
[ Le TCI pour le systéme . s’écrit :
dmaz(Gt) =mg+3mg

0 Cela donne, en projection sur u, et u, :

Zat) = —g et Ta(t) =0

U Nous ne connaissons pas exactement la condition initiale sur G mais nous connaissons celles sur M;
et MQ.
[0 Nous avons toujours :

4mug(t) = muy(t) + 3mua(t) ~ 4Am Te(0) = m U1 (0) + 3mis(0) = 0

Lorsque chaque partie d'un systéme est immobile a un instant (initial entre autre), alors

le centre de masse est aussi immobile & cet instant.

en revanche, quand une ou plusieurs parties bougent, rien n’est stir. Des fois le centre de masse peut
étre immobile, des fois il peut bouger.

3
[1 Nous avons, en plus, z¢(0) = h + Zﬁ sin 6.
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1 3
0 Finalement, nous obtenons par intégration [zg(t) =-59 2+ h+ 1 { sin Q(J et .

0 Le mouvement d’ensemble, ie. le mouvement de G est parfaitement vertical.

[l Reste a déterminer le mouvement propre, ie. la rotation sur lui-méme. Nous verrons cela dans la 2¢
partie.

I-4 — SHEMAKER — LEVY 9

[ Dans cette partie nous allons étudier une situation triplement intéressante :
[ historiquement car I’événement que nous allons modéliser a focalisé les regards des astronomes
de I’époque
[0 théoriquement car nous allons mettre en évidence dans cette situation la différence entre centre
de masse et centre de gravité
0 physiquement car le phénoméne que nous allons voir a une grande influence en astronomie

I-4-2 — qui c’est?

0 Trois astronomes de métier, Eugéne et Caroly SHEMAKER et David LEVY découvrent réguliérement
des astéroides.

O Le 9° qu’ils ont découvert ensemble s’appelle SHEMAKER — LEVY 9.

U Cet astéroide s’est fragmenté en 21 morceaux avant d’heurter Jupiter en juillet 1994.

[ Bien str tous les astronomes ont regardé cet impact qui a permis d’en apprendre beaucoup sur la
composition de ’atmosphére de Jupiter.

[ Nous allons proposer un modéle simple permettant d’expliquer pourquoi la cométe s’est fragmentée.

1-4-22 — limite de ROCHE
[ modéle

[0 Nous allons modéliser I'astéroide par deux sphéres identiques de rayon r et de masse m accolées.
Leur centre de masse G est donc au point de contact entre les deux.

AY g)\
R IR
\G
T ’ \/x
. z N \
- C G C. i ! ' >
vers Jupiter ! 2 ) J ! T

U Nous allons supposer que ces deux sphéres tournent sur une orbite circulaire autour de Jupiter et
que les centres J, C; et Cy sont toujours alignés.

U Nous allons essayer de déterminer dans quelle mesure les deux sphéres restent accolées. Cela revient
a étudier la position d’équilibre de C5 dans le référentiel non galiléen centré sur G et dont les axes
tournent en méme temps que ’astéroide.
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(1 analyse

0 Etant donné la période de révolution de Jupiter (29 ans), nous pouvons largement considérer que le
référentiel junocentrique R est galiléen.

[ Les deux morceaux d’astéroide restent accolées car elles s’attirent mutuellement par gravitation :
nous ne pouvons donc pas négliger ces forces lors de 1’étude.

O Les paramétres caractéristiques sont : m (inertie) r (géométrie) G, la constante universelle de gra-
viation et M (action) et enfin d (contrainte)

[0 En ce qui concerne 'approche, étant donné qu’il y a une force de contact inconnue entre les deux qui
joue un roéle dans cet équilibre, nous ne pouvons pas utiliser I’approche énergétique.

[0 Mais avant tout chose, il va falloir déterminer précisément les caractéristiques du référentiel non
galiléen choisi : mouvement de G et vecteur rotation.

[J caractéristiques du référentiel non galiléen

[0 Le petit probléme de ce référentiel est qu’il n’est ni en translation, ni en rotation pure.

0 Faisons un TCI!

0 Les seules forces extérieures qui s’exercent sur le systéme sont les deux attractions gravitationnelles
exercées par Jupiter sur C et Cy. Comme ce sont deux spheéres, elles se comportent, du point de vue
de la gravitation, comme des points matériels situés en leur centre et de masse m. Cela donne :

- - mMJ mMJ
2 _’(7G = Jgrav,J — rav,J — 2 — -G _’$_G _’x
M) 7(G) = farav,s — 1+ farav,s —2 (d_r)“ (d+7«)“
mMJ mMJ 5

Uy, — G

Uy

2(1+L
(1+3)

DL m M; 7\ m M; 7\
e <1—0—2d)um—G - <1—%§>um

MJ—»

0 Et ainsi : J@(G) = —G? Uy

0 Etant donné la définition du référentiel #Z, nous pouvons dire que la vitesse de rotation du référentiel
n’est autre que la vitesse angulaire de G sur son orbite.

[ Dans ces conditions, nous pouvons écrire : (f| 7=—d 0%, ce qui donne, en identifiant avec le résultat

M,

précédent : QO = G i

O bilan des forces sur Cy

0 Dans le référentiel Z non galiléen, les forces subies par Cs sont :

0 force a distance : attraction gravitationnelle exercée par Jupiter jT:] =-G d+r) Uy
r
- mm
U force a distance : attraction gravitationnelle exercée par C : f; = —G —(2 2 Uy
r
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O force de contact : T = T i,
O force d’inertie d’entrainement : ﬁe = —Md,
O force d’inertie de CORIOLIS : nulle car C5 est a I’équilibre dans &
0 II serait inopportun de parler de frottement dans ’espace a moins d’étudier des effets trés faible de
maniére tres précise.
U L’accélération d’inertie d’entrainement s’écrit c?‘ (G —Q? H—Cg) ou H est le projeté de C sur I'axe de
Z portant le vecteur rotation. Nous avons donc H = G. Ainsi :

M M
G = G i, = Prit, = —G <1+§) i,

[l condition d’équilibre

0 Ecrivons I'équilibre de Cy dans Z et projetons sur i,

S s o s mM; m? mM; r
T+ fie=0 ~ =G -G G 14+ = T=0
frt ht T+ i "1 U e (+d)+
[J Nous avons ainsi :
m MJ MJ r
T=G — {1+ =
" 4r2+d2 oy @ ( d)
(+3)
m M; r M; r
=G —t+— (2= ) - — -
"M\t (1 d) P <I+d>>
m MJ
=Gm ﬁ‘i’”ﬁ)
[0 Pour que I'équilibre soit possible, il faut 7" > 0, ce qui nous améne a :
m MJ MJ m 3 3MJ
— —3r—2>=20 ~ — < ~od? =12 —
47?2 "B a3 1273 "
U Introduisons les masses volumiques moyennes p; et p telles que :
4 4
MJ:§7TRJ3 et m:§7rr3
1/3
0 1 reste d® > 12 R,* 22 puis | d > (12p—J> R,
P P

[ interprétation

[0 Nous pouvons donc affirmer que si l'astéroide tourne trop prés de Jupiter, les deux morceaux ne
peuvent rester accolés : I'astéroide se fragmente.

U C’est la limite de ROCHE en deca de laquelle les astéroides ne peuvent rester en un seul morceau.

U En fait, les forces de gravitation qui s’exercent sur C et C5 sont si différentes que tout se passe
comme si C et Cy étaient séparées : ¢’est un effet de marée.

0 Ce phénomeéne est a l'origine, notamment, des anneaux dans le systéme solaire.

(© Matthieu Rigaut 9 /54 Version du 1 aodt 2011



PCSI1, Fabert (Metz) [.5 — Interprétation systémique : la quantité de mouvement

1-4-222 — le terme de ’astéroide

O Pour Jupiter, nous avons R; = 7,14.10" m et p; = 1,25.10% kg.m 3.
[l Pour l'astéroide, il peut y avoir plusieurs compositions :
O pour de la glace p = 0,91.10% kg.m ™3 et dioene = 2,5 R
0 pour de la neige peu compacte p = 0,5.10% kg.m™3 et dioene = 3,1 R
[l En réalité, la limite pour laquelle 'astéroide s’est disloquée est dyoene = 1,58 R .

[ Si la limite de roche est plus basse que celle prévue par ce modéle c’est parce que les deux morceaux
sont plus difficiles & séparer que ce qui a été modélisé : en fait les forces de cohésion permettent a
I’astéroide de s’approcher plus prés de Jupiter.

0J Remarquons toutefois que ce modéle fournit une valeur approchée de la réalité de maniére trés
satisfaisante.

I-5 — Interprétation systémique : la quantité de mouvement

I-5-2 — définition — interprétation

La quantité de mouvement par rapport a un référentiel Z d’un point matériel M de
masse m qui posseéde la vitesse vj%(t) vaut :

Plz(Mt) = m Vg (Mt)

0 Comme nous 'avons déja vu, c’est ce qui est au cceur de la 2° loi de NEWTON.

[ La quantité de mouvement représente un peu « I’élan » qu’a un point matériel.

I-5-72 — propriétés

[l propriété naturelle

La quantité de mouvement d’un systéme est la somme des quantités de mouvement de
ses parties :

D\# (L t) = Piz(Mit) + D|z(Mat)

Une grandeur est dite extensive si la valeur qu’elle a pour un systéme est la somme des
valeurs qu’elle a pour chacune de ses parties.

[ Il y a de nombreuses grandeurs qui sont si naturellement extensive que nous en oublions de le rappeler.
Par exemple pour la masse!

La quantité de mouvement est extensive. I
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PCSI1, Fabert (Metz) [.5 — Interprétation systémique : la quantité de mouvement

[0 expression simple intuitive non naturelle

La quantité de mouvement d’un systéme . par rapport a un référentiel # s’écrit :

ﬁ]ﬁ(y/t) = Mot ﬁiﬁ(G*t) ou :
U mye est la masse totale du systeme
[ G est le centre de masse du systéme

[ La démonstration est simple :

Die(St) = Diw(Myt) + Dige(Ma,t) = my Uigp(Mit) + Mo Uip(Ma,t) = (mq + ma) U%(G.t)

[0 Pour la quantité de mouvement, le systéme est cinétiquement équivalent a un systéeme ot
toute la masse serait concentrée en G.
Voir le systéme comme étant équivalent & toute la masse concentrée en GG ne « fonctionne pas »
avec les autres grandeurs cinétiques importantes telle que I'énergie cinétique. Cette équivalence (bien
pratique parfois) est donc & manier avec de grandes précautions.
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II — Mouvement propre

[0 Maintenant que nous savons prévoir et décrire le mouvement d’ensemble, il faut décrire le mouvement
propre, c’est-a-dire le mouvement des différents points par rapport au centre de masse.

II-1 — Un nouveau référentiel pour décrire le mouvement propre

II-1-72 — le référentiel barycentrique %*

Le référentiel barycentrique, noté Z* est le référentiel en translation par rapport au
référentiel d’étude Z et dont le centre est le centre de masse du systéme . étudié.

©)
Le centre de masse G est donc immobile dans Z*.

U Comme le référentiel barycentrique est en translation par rapport au référentiel d’étude, nous avons :

Le vecteur rotation du référentiel barycentrique par rapport au référentiel d’étude est

nul : Qg% = 0.

U Il ne pourra donc jamais y avoir de force d’inertie de CORIOLIS dans un référentiel barycentrique.

Les grandeurs relatives au référentiel barycentrique Z* sont notées avec une astérisque :

- S 4

v, ar, ...

II-1-7¢ — lois de compositions avec #*
[J loi de composition des vitesses

[ Le référentiel barycentrique est en translation par rapport au référentiel d’étude supposé galiléen,
donc :

La loi de composition des vitesses s’écrit, pour le référentiel barycentrique :
Uy (My,t) = V(Gt) + Ugge (M)

ce que nous noterons aussi : v;(t) = Ug(t) + U7 (t).

[J loi de composition des accélérations

[0 De méme pour 'accélération :

La loi de composition des accélérations s’écrit, pour le référentiel barycentrique :
A\ (M;t) = d|z(Gt) + dgpe (M)

ce que nous noterons aussi : @;(t) = dg(t) + a; ().

(© Matthieu Rigaut 12 / 54 Version du 1 aodt 2011



PCSI1, Fabert (Metz) I1-1 — Un nouveau référentiel pour décrire le mouvement propre

[J dérivation dans Z* et dans #
U Rappelons la formule générale de dérivation dans deux référentiels différents :
dA() dA()

= — ﬁa’* a"/\fff
dt | dt |%’*+ |2 )

Un vecteur posséde la méme dérivée par rapport aux référentiel d’étude et
barycentrique :

— — —

dA(r)  dA®) e dA®)

dt lz dt |z dt

IT-1-72¢ — quantité de mouvement de .

O résultat

La quantité de mouvement d’un systéme par rapport a son référentiel barycentrique est
nulle :

Pla(#) =0

U Ce résultat ne signifie ni plus ni moins que globalement le systéme ne bouge pas par rapport a
lui-méme. C’est extrémement logique, mais il fallait quand méme le préciser.

[J démonstration

0 Utilisons les lois de composition des vitesses :

Dl (S 1) = P (t) + P2" (1) extensivité de p’
=y U (t) + mo Vo™ (t) définition de pi*
=my (V1(t) — Uga(t)) + ma (Va(t) — Ug(t)) loi de composition des vitesses

= my Uy (t) + ma Va(t) — (M1 + ma) Ua(t)
_’%j(yvt) — Mot fl_)]ﬁ(G.t)

=0 expression de pjz(.7 1)

[J démonstration 2

[ Utilisons la définition du centre de masse :
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Pl (S t) = Pi(t) + Pa*(t) extensivité de la quantité de mouvement
= my U1 (t) + mg U7 (t) définition de py*(t)
dG M dG M-
t t
=my Tl()bv* + ma TQ() o définition de v;*
d — —
T <m1 GM;(t) + mo GMQ(t)) linéarité de la dérivée
%*

- N . .
U Et comme, par définition de G, m; GM,(t) + my G Ma(t) = 0, nous obtenons : pjg«(~.t) = 0.

[J démonstration 3

0 La relation p|z () = myo U)%(G) est valable pour n’importe quel référentiel, en particulier Z*. Ainsi :

ﬁ]%* (y/t) = Mot 6]%* (G7t) ~ ﬁ]%* (y) = O

[J et maintenant ?

0 Comme le systéme ne peut pas bouger, ie. se translater, par rapport au référentiel barycentrique
associé, la seule chose que nous pouvons faire maintenant, c’est d’étudier la rotation du systéme sur
lui-méme.

[ C’est ce qui se passe pour la Terre : son mouvement d’ensemble est une translation circulaire autour
du Soleil alors que son mouvement propre est une rotation autour d’un axe nord-sud.

II-2 — Théoréme du moment cinétique pour un point matériel

I1I-2.2 — décrire la rotation

[J pour un mouvement dans ’espace

Le moment cinétique d’un point M par rapport a un point A dans un référentiel # vaut :

— A ey —
Gaz(Mt) = AM(t) N\ pla(M.t)

U Voyons ce que cela donne sur un exemple. Prenons un point M et un point M animé de la vitesse
Vg (Mt).

Ui (M.1) Q0T Az (M.t)

M v
@Faz(Mt) V(M t)

[0 Le moment cinétique est donc :
—
0 un vecteur orthogonal a AM et v
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™
[0 de norme d’autant plus grande que « est proche de 5 ie. d’une rotation de centre A

O dans le sens de la rotation

Le moment cinétique & 4 (M.t) d'un point M par rapport & un point A dans un
référentiel # caractérise la rotation que M a autour de A :
O Ga#(Mt) a pour direction I'axe instantané de rotation
O Gaz(Mt) a pour sens le sens instantané de rotation

[l pour un mouvement plan autour d’un axe particulier

[ Lorsqu’un mouvement posséde un axe particulier connu, nous pouvons simplifier les expressions du
moment cinétique en ne conservant que la projection sur cet axe.

Le moment cinétique scalaire d’un point M par rapport & un axe A de vecteur directeur
@ dans un référentiel &# vaut :
onlz(M) = EA‘%(]W,t) U ou :
A est un point quelconque de A.

0 Etant donné que o est défini & partir d’un produit scalaire, il peut étre positif ou négatif.

Le moment cinétique scalaire est une grandeur algébrique. I

O Nous allons montrer que oa ne dépend pas du point A considéré.

O Pour deux points A et A’ nous allons montrer que Gz (Mt) - U = Gargp(Mt) - U :

- — —_—
GapMp) - U= (AM @) APlp(My) -t = (AA + A M(t) A pla(My) - €
—

—
= (AA () A pla(M ) - @+ (A'M(t) A Pla(Mt)) - U

—
0 Or AA’ est colinéaire & 4 donc le premier terme est nul. Il reste bien le résultat attendu.

[ L’intérét de cette relation est que nous pouvons calculer le moment cinétique par rapport a n’importe
quel point.

U Considérons un mouvement plan autour d'un axe. Tout se passe donc comme si le mouvement se
faisait autour d’un point.

0 Nous allons définir ce point particulier comme le centre du repére et nous allons utiliser les coordon-
nées cylindro-polaire.

(© Matthieu Rigaut 15 / 54 Version du 1 aodt 2011



PCSI1, Fabert (Metz) I1-2 — Théoréeme du moment cinétique pour un point matériel

1 Nous avons ainsi :

— — — — — —
Goye(Mit) = OM N Py(Mt) = 1, A (py U, + pg p)
=1 pytl, ~ onlz(Mt) =T g

Un moment ne conserve que la partie utile pour la rotation. I

0 Développons : oajz(Mt) =1 pg = r2mo

Pour un mouvement plan, le moment cinétique d’un point s’écrit, avec le repérage
naturel :

Go(M) = mr2(t) 0(t) @, et oa =mr2(t) ()

pour éviter toute collusion de notation, il faudra faire attention a la signification du u, et en parti-
culier, il ne faudra pas oublier que le u, est orthogonal au mouvement !

Le moment cinétique par rapport a un pint représente la quantité de rotation autour de

ce point.

I1-2-22 — lois régissant la rotation

[J énoncés

Soit M un point matériel soumis & Z f dans Z un référentiel quelconque. Alors pour
tout point A fixe par rapport & %, nous pouvons écrire :
dd 4z (M.t) > o .
Gaadlt) _ S~ 7 on

dt
O Gaw(Mt) est le moment cinétique de M par rapport a A

0 (//ZA(fﬁ) — AM A fest le moment de la force fpar rapport a A.

Le moment d’une force s’exprime en N.m. I

[ Bien qu'un moment soit homogéne a une énergie, nous ’exprimerons en N.m et pas en J.
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Soit M un point matériel soumis & Z f dans Z un référentiel quelconque. Alors pour
tout axe A fixe par rapport & %, nous pouvons écrire :

dO’Aj]\[t
s S gy ous

U oalz(Mt) est le moment cinethue scalaire de M par rapport a A

O #a(f) est le moment scalaire de la force f par rapport a A.

[J démonstration

[ Dérivons le moment cinétique.

dd Ay (M
M _d (AM A Dla(M, t)) par définition de & 45 (M 1)
dt dt
AM dp|»(M,
= ddt A Dl (Mt) + AM A W dérivée d'un produit
dAO + OM — >
_ AU oM N Pig(Mit) + AM A <Z f) CHASLES + PFD
dt
— —
—dA—O/\* Mt +dA—O/\*»' M) ()
— -
)+ Z <AM A f) linéarité du produit vectoriel

N —
puisque A est fixe, AO = C* et donc :

=0+ (M0 A Pla(t) + > Maa(f) définition de 7,(M 1) et A a(f)

=0+ Z «//ZAW(,JF) Uz(M.t) et p|z(M.t) colinéaires

[1 La version scalaire n’est autre que la version vectorielle multipliée scalairement par le vecteur
constant .

U lecture

0 Dans le TMC, il est fondamental que le point A soit fixe. Dans ces condition, vu qu’il joue le role
particulier de point autour duquel M tourne, nous allons quasi systématiquement le choisir comme
centre du référentiel.

0 Le TMC nous permet donc d’étudier ce qui tourne :

[ le moment cinétique décrit I’état de rotation d’un point matériel par rapport & un point A
0 le moment d’une force est d’autant plus grand que la force est capable de faire tourner

[ L’effet de levier est directement lié au moment d’une force : il est d’autant plus facile de tourner

quelque chose que la force s’exerce loin de ’axe de rotation.
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O calcul de moments scalaires

0 De méme que pour le moment cinétique scalaire, nous avons .#Za(f) = #a(f) - @ avec 4 un vecteur
unitaire de ’axe de rotation.

O Nous savons donc déja que .#Za(f) = 7 fo ou r est la distance du point qui subit la force a I'axe de
rotation et fp la composante de la force susceptible de faire tourner.

O Schématisons la situation.

0 Nous avons donc :

MA)=71fo=1fsina=(rsina)f=0bf

La droite d’action d'une force est la droite colinéaire a la force passant par le point qui
la subit.

Le bras de levier d'une force par rapport a un axe de rotation A est la distance la plus
courte entre sa droite d’action et 'axe A.

Le moment scalaire d’une force par rapport a un axe A s’écrit :
«%A(}F) = :|:f bg ol :
U le signe dépend de la convention d’orientation de la rotation
O f est la norme de la force
O b, est le bras de levier de la force

[ Le bras de levier représente donc l'effet qu’est capable d’avoir une force au niveau de la rotation.

— e —
0 Puisqu’a partir du moment exercé par une force .#4 = AM A f nous en avons déduit f = +f by, par
—
analogie avec le moment cinétique 64 = AM A p, nous pouvons en déduire que :
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I1-2 — Théoréme du moment cinétique pour un point matériel

Le moment cinétique scalaire par rapport & un axe A s’écrit :
on = xpby=tmub, ol :
U le signe dépend de la convention d’orientation de la rotation
J p=muw est la norme de la quantité de mouvement
[ by est le bras de levier de la quantité de mouvement

I1-2-222 — exemple du pendule simple
[J dispositif — analyse

0 Rappelons le dispositif et ne négligeons pas les frottements pour une fois.

///////é////////

[0 Nous savons que le mouvement est plan et que le point M a un mouvement circulaire, donc il n’y a
qu'un degré de description 6(t). Les résultats devront dépendre de m, ¢ et g.

U Comme il y a une rotation, nous allons utiliser les coordonnées cylindro-polaire et le TMC.
[0 équation vérifiée par le mouvement

[ La liste des forces qui s’exercent sont :

0 force a distance : le poids P=m g

0 force de contact : les frottements f = -\U
O force de contact : la force exercée par le fil : T' = —T Usortant
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[/ L]
O\ b

O Le TCM scalaire s’écrit :

[ Le moment cinétique donne :

o=-+lmuvg=LLmO)

[0 Le moment de la force exercée par le fil est nul car la droite d’action de cette force rencontre ’axe
de rotation.
[0 Le moment scalaire du poids vaut :

MAP)=+P by =—mgl sinf

U Le signe se trouve dans un cas particulier : quand ¢ > 0 nous pouvons constater que le moment est
négatif. De méme lorsque 6 < 0 le moment est positif.
U Le moment scalaire de la force de frottement vaut :

MAP) =0 =—-\O!

0 La aussi le signe se trouve dans un cas particulier : quand 6 > 0 nous pouvons constater que le
moment est négatif.
[J En regroupant :

dm 02 0(1)
dt

) 2
= —mg/lsinfi) — N2 0) ~ ddiét) + % dz(tt) + % sinf(t) =0

0 Ecrivons simplement tout vectoriellement :
Ly . .
O Go=0MAmO="Lid, Am(£0iy) =ml*01i,

O %(ﬁ):OT4/\ﬁzﬁﬁﬂ\mg(cos@ﬁr—siHH%):—mgﬁsinﬁﬁz
O Mo(F) = OMA F =00, N(—\0idy) = —\20,
O MoT)=OMANP =i, N (~Tiy) =0

[l Et ainsi :

d2—* I _— S . .
djzoz///o(p>+/%o<,f>+%o(T> v mPhi, = —mglsin@i, — A0, +0

0 Nous obtenons bien la méme chose une fois ’équation projetée sur u, et simplifiée.
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II-2-72v — morale

U Entre le PFD et le TMC, que choisir ?
O le TMC est a priori inutile pour déterminer I’évolution d’un (et d’un seul) point matériel car
la projection du PFD sur )y fait aussi bien
U le TMC ne s’occupe que de la rotation alors que le PFD donne aussi des lois « inutiles »
comme la projection sur u,
0 Entre la version scalaire et la version vectorielle ?
[0 la version vectorielle permet de ne pas réfléchir aux signes des moments, mais il faut projeter
des vecteurs
0 la version scalaire est plus physique en introduisant le bras de levier mais oblige a réfléchir
aux signes de chaque moment (cinétique et surtout ceux exercés par les forces)

II-3 — Pour un systéme de points

II-3-72 — loi

[J énoncé

Le moment cinétique est une grandeur extensive. I

Soit un systéme . étudié dans le référentiel Z quelconque et A un point fixe de Z,
alors :

dO’A|j

Z %A fgxt 011 :
O Gaz() est le moment c1net1que du systéme . par rapport a A dans #

— not T — —_— — .
0 Z MA(foxs) = AM N foxt—1 + AMs N foxi—o est le moment total exercé par les forces
extérieures.

Soit un systeme . étudié dans le référentiel Z quelconque et A un axe fixe de Z, alors :

d
O-A|j Z%A fgxt 011 .

O oa#(#) est le moment Clnethue scalaire du systéme . par rapport a A dans #

D Z MA(fux) est le moment scalaire total exercé par les forces extérieures.

0 démonstration

U Rappelons la situation.

- fia £
fextal _ M2

-
-

fext%2

<M, Joa

0O Ecrivons d’abord le TMC pour les deux points matériels :
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do 1 (M _ —_—
%(1) AMy A fexpo1 + AMy N fo
do 41 (M. _— _—
%(2) = AMy A fexpoo + AMo N f1_o

[J Additionnons les deux relations et manipulons :

d&A‘%(]\/fl) n d&mg(]\b)

—_— — e — e — —_— —
T T =AM A fext—1 + AMay A fext—o + AML A fon + AMa A f1o

O Avec la 3° loi de Newton f:HQ = —f;al :

d 5 . — 5 —_— — —_— —
1 <UA|%(M1) + UAL%(]WQ)) = Z My (for) + AMy N foy — AMa A foy

— Ma(fo) + (AMy — AM) A fo

B
Mo My

- e
O Et avec le 2° aspect de la 3° loi de Newton fi..o/)/ MM, :

doaz(7)

— /. _c;xt 6
& MA(fext) +

I1-3-722 — lecture

0 Tout d’abord, et contrairement au TCI, le point qui subit la force, le « point d’application » a une
importance considérable dans cette loi : il faut correctement placer les forces sur le schéma sans quoi
nous risquons de nous tromper dans son application.

[0 Comme pour le TCI, les interactions intérieures ne permettent pas de modifier le moment cinétique
d’un systéme. Le moment cinétique ne doit pas étre confondu avec la vitesse de rotation : & moment
cinétique constant, lorsque deux points se rapprochent en tournant I'un autour de l'autre, la vitesse
de rotation augmente (tout comme la patineuse tourne plus vite sur elleeméme lorsque rapproche
les bras de son corps). En revanche, une fois isolé (comme par exemple lors d’une chute libre sur
une courte distance — de l'ordre de quelques métres —), un systéme ne peut se mettre globalement
a tourner s’il n’a pas commencer a le faire au début! Les accrobaties en voltige se jouent donc en
grande partie & I'impulsion !

U Contrairement au TCI, il est important et méme fondamental de connaitre la position des points qui
subissent les forces extérieures.

11-3-722¢ — liaison et moment d’axe

00 Comment traduire en terme de moment les liaisons de rotation (pivot ou pivot-glissant) 7

O rotation sans frottement

Lorsqu’un objet tourne sans frottement autour d’un axe, ’axe exerce un moment nul sur

cet objet.
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U C’est tout a fait normal : sans frottement, I’axe n’a aucune influence sur la rotation. Il faut donc que
ces actions n’interviennent pas dans le TMC, ie. que leur moment soit nul.

[ rotation avec frottements

Lorsqu’un objet tourne avec frottement autour d’un axe a la vitesse angulaire Q, I’axe
exerce sur cet objet un moment de la forme :
O frottements fluides : T = —A Q)
[J frottements solides :
O [T =Tg=C*et T-Q<0lorsque O #0
0

O La aussi la forme est tout ce qu’il y a de plus normal :
[0 une grandeur constante pour des frottements de type solide lorsque 'objet tourne, une gran-
deur proportionnelle a la vitesse angulaire pour des frottements fluides
[0 un moment de frottement qui s’oppose a la rotation : quand €2 > 0, I' < 0 et donc la vitesse
angulaire diminue

[ rotation motrice

Lorsqu’un objet est entrainé par & un moteur a tourner autour d’un axe a la vitesse
angulaire (), I'axe exerce sur cet objet un moment de la forme :

Pl =Tm =C*  avec T-0>0

0 Interprétation analogue a la précédente : lorsque €2 > 0, I' > 0 et ) a tendance & augmenter. C’est
bien l'effet d’'un moteur.

[l attention a l’interprétation

[ 11 faut faire attention au moment exercé par un axe. En effet, il est possible de se faire piéger par la
représentation.

R

[L11IINL11111 (_\
’ \__/

U Sur le premier schéma, nous pourrions croire que le moment exercé par 'axe en O est nulle car le
point d’application de la réaction R est en O, ce qui implique ///_6(}?) —OOANR=1.

0 En réalité, le premier schéma n’est qu'un schéma et simplifie la liaison entre I'objet et 'axe.

[ En regardant de plus prés, nous pouvons voir que les réactions d’axes n’ont pas de raison d’avoir un
moment nul car elles ne s’exercent pas en un point infiniment fin au centre de I’axe.
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Dans le cas d’une liaison d’axe, il ne faut pas déterminer le moment exercé par I'axe en

s’aidant du schéma mais de maniére physique, suivant la nature de la liaison.

II-3-2v — cas particulier du poids — point d’application
[J point d’application du poids

[0 Calculons la résultante des moments des poids de M; et M, :

e

MA(P) = My(B) + My(Py) = AM, Ay G+ AMy Amo §
— —_— . — - — .
= (my AMy +ma AMo) NG = ot AG NG~ Ma(P) = AG N Mot §

[] Tout se passe, du point de vue de la rotation, comme si le poids total de I’ensemble du systéme
s’exercait en (.

Le point d’application C' d’'un ensemble de forces ﬁ est le point virtuel ou la résultante
des forces doit s’exercer pour avoir le méme effet rotatoire que la résultante des
moments de chaque force :

Sy = 3 (AW ) 2 a0 (Y F)

[ 11 ne faut pas s’offusquer du caractére « virtuel » du point d’application. En effet ce point n’existe
pas plus que le centre de masse, point virtuel s’il en est (il n’y a qu’a songer au centre de masse d'un
cerceau pour s’en persuader.)

©)
le point d’application est en général défini pour un ensemble de forces de méme nature (point d’ap-

plication du poids, des forces de pression, ...)

Le point d’application du poids est confondu avec le centre de masse G. I

nous avons bien dit « du poids » et pas « de 'interaction gravitationnelle ».

[l interprétation

[ Avec la relation ci-dessus, nous constatons donc que, pour calculer le moment de ’ensemble des poids
qui s’exercent sur le systéme, nous pouvons « simplement » calculer le moment du poids total en
considérant qu’il s’exerce en G.

e G

, Pt = ]31 + 152
Py

lors du calcul du moment des poids, nous pourrons donc choisir :
[l soit de calculer les deux moments des deux poids de M; et M,
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U soit de calculer le moment du poids total qui s’exerce en GG
O Les deux approches sont rigoureusement équivalentes du point de vue de la physique (nous venons de
le montrer). Lorsque le systéme aura un mouvement d’ensemble, la 2° approche sera plus naturelle et
donc facilitera ’étude. En revanche lorsque le systéme aura plusieurs parties relativement indépen-
dantes, la premiére approche conduira a des relations plus simples.

[J une conclusion a ne pas généraliser

U Si nous pouvons définir le point d’application pour n’importe quel type de force, il ne faut pas
généraliser le fait que le point d’application soit toujours G'!

I1-3-v — pendule rigide lesté
(I dispositif — analyse

. : 14
0 Considérons une tige sans masse de longueur ¢ sur laquelle sont fixées deux masses m a 3 et al.

///////é////////

0 Analyse physique :
[0 le pendule va osciller, entrainé entre autre par son poids
[0 le mouvement est plan et & un degré de description, le mouvement circulaire
U les phénoménes vont dépendre de m, ¢, g
0 Analyse technique :
[0 c’est un mouvement circulaire donc coordonnées cylindro-polaire
[J avec un mouvement conservatif, tout nous incite a une approche énergétique. Faisons plutot
pour nous entrainer une approche en terme de forces, ie. avec le TMC puisqu’il s’agit d'un
mouvement de rotation

[0 équation d’évolution

0 Quel systéme choisir ?
O en réduisant le systéme a { m }, nous devrons parler de la force que la tige exerce sur m, or
il s’agit d’une force de laison rigide dont nous ne connaissons strictement rien
O agrandissons le systéme a { m + tige + m }, il s’agit alors d’un systéme de nombreux points
(ceux qui constituent la tige) mais dont deux seulement possédent une masse
[ Les forces extérieures agissant sur le systéme sont :
[ force a distance : les poids s’exercant sur les deux masses
[0 force de contact : les frottements sont négligés
O force de contact : Paction de laxe R
0 Comme le pendule a un mouvement d’ensemble, introduisons le centre de masse.
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[LLL/1I0 L]
O\ b

0 Nous n’avons pas besoin de parler des forces qui permettent de tenir les masses m sur la tige car ce
sont des interactions intérieures.
[0 Le TMC s’écrit donc :

doa()
dt
0 Comme la masse de la tige est nulle, son moment cinétique l'est aussi et donc :

= MAP) + MAR)

OA(S) = OA (M) + oA (M) + O A(tige) = <£> m g é(t) +€m€9(t) +0 ~

2

. 3 3
O De plus Ax(P) =+ (2m) gb, = —2mg1£ sinf = —§mg€ sin 6

O Enfin le moment de la réaction d’axe est nulle, ce qui donne .#Za(R) = 0 et donc :

5 .. 3 d20 6
1 m*0(t) = —3 m g/ sinf(t) ~ dtét) + = % sinf(t) =0
[ un dispositif non équivalent
O Et si nous avions concentré toute la masse en G 7
O Alors nous aurions eu
[/ /S
O\ b

2
ddi;t) + 3i sinf(t) =0 ~

4
0 Comme nous pouvons le voir I’équation est différente!
0 La raison est que le systéme équivalent proposé 'est effectivement pour la translation mais pas pour

la rotation. Or ici le systéme { m + m + tige } tourne sur lui-méme!
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II-4 — Théoréme du moment cinétique dans #*

I1-4-: — approche systémique de la rotation — théoréme de K@E&NIG

[0 un résultat particulier dans #*

[0 Le moment cinétique d’un systéme dans le référentiel barycentrique est indépendant du point par
rapport auquel il est calculé. Ainsi, quels que soient les points A et B :

Gz (L) = 0|+ (S)

0 Nous avons successivement :

G Az (L) = O ajpr (M) + O ajgpr (M) extensivité de &

7 — 7 — oy —

= AM; Nmy 0] + AMy N\ mo Uy définition de &
_— = . —_— = N

= (AB+BM1)/\m1 Uf+(AB+BM2) /\mgvz* CHASLES
— N . —_ . —_ .

= AB A (my U] +ma ¥y) + BMy A my 0] + BMy A ma Uy regroupement
—

=0+ 5Bl () car p* =0

0 Pour ces raisons, nous noterons, quel que soit le point A : ¢* = &3,

O &g et 64, plus qu’un point en commun

[ Pour un systéeme de points, nous avons :

Gqz(S) = 0 ()

I Nous avons successivement :

Oqz(S) = 0qz(M) + 0g % (M) extensivité de &
g — e — o . —
= GM; ANmy vy + GMy N mg Us définition de dg(M;)
— —
= AG AN my (Vg + 7)) + AG A my (Vg + U7) loi de composition des vitesses

— i —x e —x
my GM; + ms GMs) A Ug + GMy AU+ GMsy A U regroupement
NUg + 07 + 05 définitions

= 0qz+ ()

I
Ol —~
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[0 un premier théoréme de KE&NIG

Soit un systéme . étudié dans un référentiel %, nous pouvons écrire pour tout point A :

EA‘%(Y) = AG/\ﬁ]ﬂ(y) +6|%*(y)

U Ce théoréeme permet de calculer autrement qu’avec ’extensivité le moment cinétique total d’un
systéme de point. Il n’est jamais ni indispensable ni obligatoire mais se révéle parfois fort utile pour
faciliter les calculs.

I Nous avons successivement :

Galz(F) = Gajz(My) + T aj%(Mo) extensivité de &
— s — , . =
= AM; AN mq Uy + AMs A mo Us définition de o¢(M;)

—_— — —_— — .
= (AG -+ GMl) A My 171 + (AG -+ GMQ) N\ Mo U1 CHASLES
-3 — — e — e —
= AG A (my U1 + maUs) + GMy AV + G My A U regroupement

—
= AG Ap|z() + dcia() définitions

—
= AG A pla(S) + T+ () propriétés vues précédemment

U Comme annoncé plus haut, pour le moment cinétique :

Un systéme de point ne se comporte pas comme un point unique en GG ou toute la masse

serait concentrée.

—
0 Si tel était le cas nous aurions G4%#() = AG A pl#(.), ce qui est faux dans le cas général.

11-4-22 — théoréme du moment cinétique barycentrique

] énoncé

Soit un systéme . étudié dans son référentiel barycentrique Z* associé, alors :

do*() T
=D Mcllx) o

0 ¢*(7) est le moment cinétique du systéme . dans Z*

0 Z //ZG( foxt) st le moment des forces extérieures par rapport a G qui s’appliquent dans

le référentiel #

[0 En d’autres termes, il ne faut pas compter les forces d’inerties due au caractére non galiléen du
référentiel barycentrique. En revanche, si % est non galiléen, il faut compter les forces d’inertie liées
au mouvement de & par rapport a un référentiel galiléen Z.
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0 démonstration

0 Considérons un point A quelconque fixe dans & et écrivons le TMC par rapport a A :

do . R —_— o _— —
AIJ’ WG oil Gan?) = AGNPa(#)+G* et Y Ma(f)=> (AM;Af)

0 Calculons chaque terme séparemment.

dd (-~ d [—
T >:_<A w%(y)w*)

dt dt
—
AG 00 Wier) | 47
dt dt dt

O Car 14(G) et pjz(#) = Mo U)%(G) sont colinéaires.
[l L’autre terme maintenant :

|

S = X (A0 A7) = 3 ((AC + Gy
=S (36 n5) + X (@ £) =36 A (S F) + X Aot

O En rassemblant :

TET)+ G

[ interprétation

— — do* - L
:W+Z/fc(ﬁ) = Y M)

O En fait I'interprétation est trés naturelle : le mouvement propre (caractérisé par ¢*) n’est influencé
que par les forces extérieures E M(f;) et non par lui-méme puisque nous ne devons pas compter
les forces d’inertie liées au caractére non galiléen du référentiel barycentrique.

I1-4-722 — chute d’un marteau, fin

U rappels

U Le modéle utilisé était le suivant.
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G 3m
14 p H
T \0 o ____.
h i,

[J Nous avions déja trouvé :

1 3
zq(t) = _§gt2+h+1£ sin 0y et rat) =0

[0 mouvement propre

O Pour faire I'étude dans Z*, il vaut mieux refaire un schéma dans le repére définissant Z*.

O Dans ce référentiel, les masses M; et M, ont des trajectoires circulaires (pas forcément uniformes),
ce qui permet d’avoir directement, en adaptant la formule « ¢ = mr? 0w, » :

2 2
. 1 .
G~ (M) = m (— f) O(t) u; et Flar (Mz) = 3m (Z f) O(t) U

0 Ce qui donne :

- - - 9 — % — % ) — %
Glaan (7) = Figp= (M) + Gl (Mo) = 7 m A 0) i + o m O ar == m*0) i
[ De plus nous savons que

do

*(. - — o

diy) =" i) = GG N AmG =0
— .

0 Nous en déduisons ¢* = C* ou encore 0(t) = C*. Reste a déterminer la constante.

0 A tout instant nous avons, d’aprés la loi de composition des vitesses, ¥ (t) = v1(t) — va(t). Cette
relation utilisée a I'instant particulier initial donne v} (0) = v (0) — U (0) = 0—0 = 0 et nous obtenons
ainsi 9(1&) = 0.

O Finalement [«9(1&) = (Ct = 90].
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O conclusion

U Contrairement & ce que l'intuition pourrait suggérer, le marteau ne tourne pas en tombant : son
inclinaison reste tout le temps identique. Comme nous le savons depuis ’étude de la chute libre,
chaque point matériel chute avec la méme vitesse. C’est aussi le cas ici : les masses m et 3 m tombent
de conserve, la tige ne servant « a rien ».

Le poids ne permet pas d’influencer la rotation propre. I

[l Pour espérer une rotation du marteau, il faut inclure les forces de frottements. Celles-ci, verticales
vers le haut (opposées a la vitesse de chute) s’exerce & peu prés uniformément sur toute la tige
(car elles sont proportionnelles & la surface). Nous comprenons donc qu’elles appuient (cf. schéma
précédent) plus « & gauche » qu’« a droite » du centre de masse. Elles ont donc tendance a faire
tourner la tige dans le sens horaire, ie. a faire que la masse 3 m tombe en premier.

I1-4-7v — stabiliser SHEMAKER — LEVY 9
1 modélisation

[0 Nous avons modélisé la cométe par deux sphéres accolées qui tournaient de conserve.

*

)\y g}\
e N S e y
. // \G/x
xr* /! d \
d L > 1 \
«— Ch G Cy | >
vers Jupiter \ J ! T
\
\ II
\\ ’
AY //
\\ /,

[ Imaginons que la rotation propre ne soit pas totalement synchrone avec le mouvement circulaire
autour de Jupiter et analysons les forces en présence.

A y*
m;(c Cy S S 4
< J(C1) ° m(gj((jl) 4_%]((]2)).\.
\ [E* '\\ CL’*
. : < . \\\\ O -
vers Jupiter vers Jupiter S92

0 Ici, le référentiel barycentrique est bien aligné avec # qui est non galiléen : #* est donc en rotation
par rapport au référentiel .

[l Nous pouvons facilement voir que le bras de levier est le méme pour les deux forces de gravitation
s’exercant sur C; et Cs. En revanche, comme C est plus proche que C5 le moment est plus intense.
L’ensemble des forces de gravitation permet donc de ramener dans I'axe (Gx) les deux sphéres.
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[1 Nous voyons donc que les forces de gravitation, contrairement au poids, permettent de faire tourner
un objet. En fait tout se passe comme si la gravitation s’exercait en un point C' situé entre C et Cy
mais un peu plus pres de Cf.

Le centre de gravité est le point d’application des forces de gravitation.

[0 Pour que le centre de gravité soit différent du centre de masse, il faut faire appel & des termes de
marée, ie. cela concerne des objets étendus dans un champ de gravitation non uniforme.
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IIT — Aspect énergétique

III-1 — Théoréme de I’énergie cinétique
III-1-2 — loi

] énoncé

Soit un systéme . étudié dans un référentiel Z quelconque :

CI/ Z @ext + Z 1@1111: ou :

0 Z Doyt = fe)xtﬁl - Vjgp(My) + fe)xtﬁz - Uj(Ms) est la puissance fournie par les forces
extérieures a I’ensemble des points matériels ;

(l Z Py = f;al - Ujgp(My) + fqlﬁz - Ul (M,) est la puissance fournie par les interactions
intérieures.

[J démonstration

0 11 suffit de sommer les deux TPC appliqués a M; et M, :

dEC 7 M . . . )
% = fextﬂl . U‘%(A[l) —+ f2*>1 . ’U|ﬁ(]\/fl)
dEC 7 M. . . B )

$ = fext~>2 . U‘%(A{Q) —+ f1~>2 . ’U|ﬁ(]\42)

III-1-722 — lecture

0 L’énorme différence avec les théorémes qui précedent (TCI et TMC) c¢’est qu’ici, pour les théorémes
énergétiques, il faut prendre en compte les interactions intérieures. En effet, nous avons :

Y Pi = fia - Ta(h) + fooa - g (M) = fios - Gia(M) — fios - (M)

- dO M. dOM
= fla? (U\j’ (M) — U|j (M, ) f1*>2 p” 2 _ n L
—
o » dM1M2
— J1-=2 dt

U Ce dernier terme n’étant pas nul a priori.

U Ce théoréme énergétique permet d’expliquer la différence de comportement bien connue entre une
2CV et une Ferrari au démarage : la puissance intérieure a la Ferrari étant plus grande que celle de
la 2CV, la dérivée de son énergie cinétique sera plus grande, ie. son énergie cinétique augmentera
plus vite, ie. elle accélére « plus ». Insistons : si tant est que la force que la route peut exercer sur
elle le lui permette (route non verglacée, pneus adaptés).
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I11-1-722 — le calcul de W, se fait dans n’importe quel référentiel

O résultat

Le calcul des travaux fournis par les interactions intérieures est indépendant du

référentiel dans lequel ils sont calculés.

[J démonstration

O Nous allons montrer que %, = Z;,; avec :

Pine = fia- (U@(MQ) - U@(Ml))
Pie = Jio2 - (Uz(M) — 7|

U L’invariance galiléenne des forces donne f:HQ = f;_a : I'interaction entre M et M, est la méme quel
que soit le référentiel envisagé.

U Rappelons que les seules forces a étre non invariantes par changement de référentiel sont les forces
d’inertie qui ne sont pas des interactions intérieures.

0 Nous savons donc maintenant que Py = fig - (U5(Ma) — 17@(]\41)).

[l La loi de composition des vitesses donne :

- —_—
Uz(Ms) = V)% (0) + Q%/j N OMy + U)5(Ms,)

= —
6@0”1) = 17]%(0) + Q%/j NODM; + ’J\%’(]\/fl)

[0 En soustrayant les deux relations précédentes, nous obtenons :

- — o — —_—— .
Uy(Mz) = Ug(My) = 0+ Qg5 N (OMay — OMy) + (M) — Vi (M)

- _ ) )
= Q5,5 N My My + U5(Ms) — Vi (M)

U Et ainsi :
— 5 5 — — E— — 5 .
fioo - (U5002) = U5(My) = fron - (8255 A MiMa) +fios - (U (M) — Ujp(M))
[ MMz LIIE

= 0+ fioe - (M) — Ta(0)

0 Et le résultat.
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[0 conséquence pratique

[0 Pour déterminer des travaux fournis par des interactions intérieures, nous pourrons nous placer dans
n’importe quel référentiel, méme si ce n’est pas celui correspondant a 1’étude, méme si ce référentiel
est trés « non galiléen ».

nous ne pouvons nous placer dans n’importe quel référentiel uniquement pour calculer des travaux
fournis par une interaction intérieure! Nous ne pouvons pas le faire ni pour calculer le travail

—

fourni par une seule force intérieure comme par exemple Wiy = _9 - dr, (mals ce cas n’aurait
12 1—2 2

aucun intérét car il faudrait toujours calculer Ws;) ni pour calculer le travail fourni par une force
extérieure.

[J conséquence fondamentale

L’énergie fournie par une interaction intérieure est une grandeur intrinséque.

U C’est donc quelque chose que nous pouvons interpréter physiquement.

[0 Nous devons nous méfier des interprétation énergétique ot seul un des acteur de l'interaction est en
jeu.

III-1-7v — &2, pour un solide

[ un résultat a connaitre

Un systéme de deux points matériel est dit solide lorsque la distance entre ses deux
— =
points est constante : || M M| = C'.

= Remarque : pour un systéme de plus que deux points matériels, il faut que la distance entre chaque
paire de points soit constante.

[0 En fait un solide n’est ni plus ni moins qu’un systéme indéformable dont la seule possibilité est de
se translater et de tourner sur lui-méme.

une association de deux solides n’est pas un solide! A partir du moment ot il y a déformation, nous
ne pouvons plus parler de solide.

Pour un systéme solide la puissance des interactions intérieure est nulle, ie.

Z@intzo et ZVVint:O

[J démonstration

J Nous avons successivement :
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dM, M.
Z Pt = ﬁ_,g . # relation précédente
—— dM; M
= A\(t) M1 M, d dlt 2 3¢ loi de NEWTON
2
1 dM, M,
— A -
(t) q
1 te
= A\(t) X = d¢ définition du solide
2 dt

[ Le travail fourni par les interactions intérieures étant la somme des travaux élémentaires, il ne peut

qu’étre nul aussi :
Wis = [ W= [ Zuiodt= [0 =0

Un solide ne dissipe ni ne crée d’énergie. I

II1-2 — Théoréme de ’énergie mécanique

III-2-7 — une écriture sans surprise

[l théoréme de I’énergie mécanique

Dans un référentiel Z quelconque, pour un systéme . dont le point M; évolue sur la
trajectoire A; By pendant que M, évolue sur A; By, nous avons

AEﬁm|ﬂ’(c§ﬂ) = Z Wnc,ext + Z Wnc,int ou :

Ena(?) = Eqz(7) + By exi () + Ep () est énergie mécanique du systéme ;
E, ext(#) est I'énergie potentielle associée aux forces extérieures;

E, () est I'énergie potentielle interne associée aux interactions intérieures;
Bl BQ

—

Z Wheext = fexto1 - dry + fext—o - drs est le travail fourni par les forces
Al A2
extérieures non conservatives;
B _ By _
0 Z Wi int = fooq - dry + fi_o - dry est le travail fourni par les interactions
Al A2
intérieures non conservatives.

0]
0]
0]
N

[J démonstration

U Partons du TEC pour un systéme et tant pour les forces extérieures que pour les interactions in-
térieures, écrivons les travaux fournis en séparant ceux fournis par des forces conservatives et ceux
fournis par des forces non conservatives :
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Wext = Wc,ext + Wnc,exnt et VVint - Wc,int + Wnc,int

0 Ensuite nous avons, par définition de I’énergie potentielle :

Wc,ext - _AEp,ext et Wc,int - _AEp,int

[l En regroupant les énergies potentielles avec 1’énergie cinétique, nous arrivons bien au TEM.

[J théoréme de la puissance mécanique

Dans un référentiel Z quelconque, pour un systéme %, nous avons :

dEij Z gznc ext + Z gznc int ou :

U Z Pcext = f_;;xt—d - Uiz (M) + fzxt_,g - V)% (M,) est la puissance fournie par les forces
extérieures non conservatives;

0 Z Phcint = fzﬁl V)% (M) + flﬁz U)%(M,) est la puissance fournie par les interactions
intérieures non conservatives.

0 démonstration

0 11 suffit de dériver par rapport au temps le TEM.

O utilisation

[0 Comme pour la mécanique du point, dans la « philosophie » de ces théorémes, le TEM est plus
destiné a faire trouver une vitesse car il s’agit d’un loi globale (c’est un bilan énergétique) alors que
le TPM a davantage vocation & établir une équation différentielle régissant 1’évolution du systéme
car c’est une loi locale (« locale » au sens temporel : elle établit une relation a ¢ et uniquement t).

0 L’utilisation de ces deux théorémes, pour des systémes, n’est pas forcément simple, elle est méme
plutét complexe :

[l définir le systéme;

[ faire la liste compléte des forces extérieures et des interactions intérieures;
[] exprimer les éventuelles énergies potentielles;

O justifier le travail nul des interactions intérieures.

[ En utilisant ces théorémes avec méthode, nous constaterons toutefois qu’ils se révelent faciles d’utili-
sation et méme, pour les systémes & un seul degré de description, extrément puissants et rapides!

III1-2-7¢ — cas particulier du poids

[J Comme le poids s’exerce en M; et en M, ’énergie potentielle associée vaut, en prenant le repérage
idoine :

Epp(jﬂ) = Epp(]\/fl) + Epp(]\/fg) =mi g hi + ms g ho
= g (m1 21 + Mg 22) = Mot g 26

= Myot 9 ha
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Pour le poids, tant du point de vue des forces que du point de vue énergétique, tout se

passe comme si le systéme était concentré en G.

O Comme précédemment, nous aurons le choix entre une vision systémique (la masse est concentrée
en (7) et une vision particulaire (point par point).

III-2-723 — déterminer rapidement une E,
[ le probléme et sa solution

U II faut trouver une énergie potentielle E,, i, telle que :

SWing = fo1(r) - APy + fio(r) - dify = —dE, it avec 1= |y — 7|

dFQ -
~ M,
R f1—>2
M,y ~
- f2—>1
drm

[ Les intégrations résultantes de la relation précédente n’étant pas, en général, aisées, nous allons
utiliser la propriété selon laquel le travail des interactions intérieures peut se faire dans n’importe
quel référentiel. Ici nous allons choisir le référentiel Z tel que :

O M soit l'origine de Z ;
0 MM, définisse 'axe .
[ Dans ces conditions, les mouvements de M; et M, sont simples :
O M, est immobile
[0 M, a une trajectoire rectiligne
0 Nous avons alors r = ||7 — 71 || = ||f2]| = 2 = =, le calcul se réduit a :

—dEyint = fimo(z)dx

[ expression de £, gy

J Nous avons successivement :

AY
1
\ -
; fg,lﬂz Mo
myq, df’Q T
1
s N mymsy _, - myma
dEp grav = —=0Wing = —fa 102 - A7 = +G o Uy -drt, = G o dz
0 Et ainsi :
dE mim mym
p,grav 1 2 1 2 t
—— =G 2 ~ Epgrav = =G + C*
dx T

[ La constante est choisie de maniére conventionelle : ’énergie potentielle est posée nulle lorsque la

force est nulle. Ici la force est nulle & I'infini, il faut donc £, grav(00) = 0 ce qui donne ici, en reprenant
r=x:
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L’énergie potentielle d’'interaction gravitationnelle interne a un systéme de deux points
de masses my et moy séparés de r s’écrit :

My 1M
Ep,grav,int =-G

r

[ I’énergie potentielle interne n’est pas additive

[ Lorsque nous considérons deux points matériels en interaction gravitationnelle :

O en étudiant le systéme .4 = {M;}, 'énergie potentielle associée a la force gravitationnelle
mym
subie par M; (qui est ici une force extérieure) vaut E,; = —G L2,

O en étudiant le systéme . = {M,}, I'énergie potentielle associée a la force gravitationnelle
. . .. - my Mo
subie par My (qui est ici une force extérieure) vaut E, 5 = —G ;

,

O en étudiant le systéme . = {M; + M,}, I'énergie potentielle associée a I'interaction gravita-
. . mymeo
tionnelle interne vaut : E grayint = —G )

U Nous constatons donc que ’énergie potentielle inierne n’est pas additive, contrairement & ’énergie
potentielle associée aux forces extérieures.

il est d’autant plus important de parler d’interaction intérieure plutot que de forces intérieures. En
effet, en comptant les forces intérieures, il peut étre tentant de compter deux fois I’énergie potentielle
(une fois pour chaque force), alors qu’en parlant d’interaction, nous avons tendance & ne lui associer
qu'une seule énergie potentielle.

[ Le paradoxe se léve aisément en constatant qu’en fait les expressions des énergies potentielles associées
a S = {M} et S = {My} sont fausses car elles dépendent de la position de I'autre point, ie. du
temps. Et comme une énergie potentielle ne doit pas dépendre du temps, cette expression est non
valide ... & moins que 'autre point ne soit fixe.

U expression de FE,;,; pour un ressort

0 Le ressort est constitué d’une infinité de points, il n’est donc pas évident de calculer I’énergie poten-
tielle associée. Toutefois nous admettrons et nous retiendrons le résultat suivant :

Lorsqu’un ressort de raideur k et de longueur naturelle ¢, est inclus dans un systéme, il
contient I'énergie potentielle interne :
1

Bpima =5k (= l)?

[ La grande différence est que maintenant il est possible d’envisager des ressorts dont les deux extré-
mités bougent.

I1I-2-2v — une utilisation bien moins difficile que prévue

[0 Nous allons voir un certain nombre de cas pour lesquels le calcul de Wi, est aisé.
0 Rappelons tout d’abord que P = fis - (Vjz(Ms) — V)5 (My)).

O cas d’une interaction intérieure a distance

[ Il ne peut s’agir que de l'interaction gravitationnelle ou de l'interaction coulombienne que nous
verrons plus tard. Dans les deux cas, elles dérivent d’une énergie potentielle interne.
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Pour une interaction intérieur a distance, nous pouvons écrire :

M/int = - AElp,int

[J cas d’une interaction intérieure de contact entre deux points liés

O II s’agit, par exemple, d’'une masse attachée & une extrémité d’un fil, d’un ressort ...
M.
72 N\, M,

[ La masse et 'extrémité du fil sont toujours au méme point.
0 Nous avons donc a tout instant v, (M;) = U5 (M,) et ainsi : Py = 0.

L’interaction entre deux points rigidement liés fournit une puissance nulle. I
L

® Remarque : pour espérer Py # 0, il faut qu’il y ait du glissement.
[0 Nous pouvons retrouver ce résultat en considérant que dans un tel cas, les points M; et M, constituent

un solide.

O cas d’une interaction intérieure de contact sans frottement

0 Regardons de prés ce qu’il se passe au niveau du contact. Plagons nous dans le référentiel ot M; est
immobile.

—

f1~>2
U)gp(Ms)
/777777777

0 Etant donné que le contact se fait sans frottement, nous avons fﬁlﬂz L V% (M,) et ainsi Py, = 0.

O conclusion a retenir et a utiliser directement

Toute liaison interne qui est :
[0 avec frottement sans glissement ;
0 avec glissement sans frottement ;
fournit une puissance nulle au systéme dans lequel elle est.

Les glissements sans frottement et les engrenages ne dissipent ni n’apportent d’énergie.

[l et la voiture qui démarre ?

0 Nous avons dit que la voiture avancait grace & &, dont nous savons qu’elle est fournie par le moteur.
Sauf que dans le moteur, il n’y a que des piéces solides dont nous voulons diminuer les frottements.
Cela donnerait donc des liaisons soit avec frottement sans glissement (courroie de transmission) soit
des liaison avec glissement sans frottement. Dans les deux cas, nous tendons vers &, =0 ...
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[ Pour expliquer ce paradoxe, il faut admettre qu’il n’existe pas que des piéces solides dans le moteur,
il existe aussi des parties élastiques : le mélange gazeux { air, carburant }. Ce mélange gazeux va se
détendre (comme un ressort comprimé qu’on libére) lorsqu’il brile. C’est de lui que vient, au fond,
I’énergie !

IT1-3 — Etudier un systéme de points
II1-3-2 — analyse physique

[ Lors de I'analyse physique, nous devons, comme précédemment :

O imaginer I’évolution temporelle du dispositif (ie. le voir bouger)
[0 déterminer le nombre de degrés de description

[ repérer si I’évolution est conservative, libre, ...

[0 déterminer les grandeurs caractéristiques de I’évolution

[ En fait cela ne change pas tellement de ’analyse physique lorsqu’il n’y a qu'un point matériel.

III-3-7¢ — analyse technique

[0 En plus du repérage, nous devons dans cette analyse choisir le systéme a étudier :

0 pour déterminer des grandeurs globale, il est plus facile d’étudier un systéme naturel qui
rassemble ’ensemble du dispositif
[0 pour déterminer des grandeurs locale, il est souvent utile de décomposer le systéme en sous-
systéme
U Une fois le choix du systeme effectué, il faut décider de la vision que nous aurons du systéme :

O plutot une vision systémique lorsque le systéme voit toutes ses parties évoluer de conserve (ce
qui est toujours le cas lorsque le systéme est un solide)

[ plutét une vision particulaire lorsque le systéme posseéde des parties aux évolutions sensible-
ment différentes

I1I-3-722 — vision systémique de I’énergie cinétique — théoréme de KENIG

[J énoncé

Pour tout systéme . étudié dans un référentiel #, nous pouvons écrire :

1
Ec\%(y) = 5 Mot U|%2(G) + EC|%* ()

[J démonstration

J Nous avons successivement :
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Eq#(7) = Eqjz(My) + Eej(M,) extensivité de F,
1 1
=5m v‘%ﬁ(]\/ﬁ) + 3 M2 v‘%ﬁ(Mg) définition de E,
1 N N 1 . _,
=5 V(M) - Uiz (M) + 5 M2 V) (Ms) - V)5 (Ma)
1 N N 9 1 ~ . ) . "
=5 (0)%(G) + Vi (M1))” + 5 M2 (0)%(G) + Vg+ (Mz)) loi de composition
1 1 . S
= 5 mq U‘/%v*z(]\/fl) + 5 mq U\/@Q(G) + My V) g+ (M) - U‘%(G) + ...
1 1 ~ .
5 M2 Vs (Ma) + 5 12 0% ™(G) + M Vs (M) - T (G)
1 , 1 , 1 1
=5 Ml (G) + 5 M2V (G) + 5 M Ve (M) + 5 M2 Vs (Mz) + - -
+ (M1 Ujg« (My) + M Ve (Mmy)) -Uj52(G) regroupement
ﬁ\%*=6
1

= 5 (M1 +m2) ve™(G) + Egya-(7)

U lecture

[ Pour I'énergie cinétique, comme pour le moment cinétique, nous ne pouvons pas considérer que le
systéme est assimilable a un point unique en G ou serait concentrée toute la masse.

I1I-4 — Exemples

II1-4-7 — tige soutenue par des ressorts
[J dispositif — analyse

0 Deux masses 2m et 3 m sont attachées aux extrémités d’une tige sans masse de longueur /¢, elle-méme
soutenue par par deux ressorts de méme longueur naturelle ¢y et de constantes de raideur différentes
ki et ko au tiers et au deux tiers de sa longueur (cf. schéma).

[ Les mouvements sont suffisamment petits pour que nous puissions considérer les ressorts verticaux.

¢ ¢ ¢
3 3

O Analyse physique :
O T’ensemble { my, ma, tige } constitue un solide
[0 il va osciller dans un plan vertical en tournant sur lui-méme : c¢’est un dispositif & deux degrés
de description
U l’ensemble de I’évolution est libre et conservative
O les grandeurs pertinentes sont m, ¢, g, ki, ko, £o.
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O Analyse technique :
[0 ici nous allons étudier la translation et le mouvement propre de maniére séparée
[0 comme le dispositif fait naturellement apparaitre un solide, nous allons utiliser une vision
systémique et noter . le systéme { mq, ma, tige }

[0 éléments cinétiques de .

[ La position du centre de masse est telle que :

0 En notant A et B les points de fixations des ressorts 1 et 2, nous avons :

3 1 4 2 1 1
AG=MG—-MA=—-l—-l=— t BG = MyG —MyB =—-{0—-l=—
G=MG-MA=gl-gl=q0 o BE=MG-ME=5t-g0=4!
O Cela permet d’arriver a (en utilisant sin# = 0 car les mouvements sont petits) :
3 2
z1(t) = za(t) — 5 £o() 2(t) = za(t) + 5 £o()
4 1
zA(t) = 2a(t) — 15 £o() zp(t) = za(t) + 15 £o()
[J mouvement d’ensemble
0 Le TCI appliqué a . donne :
Smag(t) =5mg— ki (£1(t) — bo) ts,1 — ko (€a(t) — Lo) Us 1
SmZgt) = —=bmg— ki ({1(t) — lo) X (+1) — ko (€a(t) — £y) X (+1) projection sur i,
= —5mg— ki (za(t) — o) — k2 (zB(t) — o) relations géométriques
4 1
= -5 mgqg— k1 <Zg(t) — ﬁ E@(t) — go) — ko (Zg(t) + 1—5 E@(t) — EQ)
Akl — ko 0

57715@@) = —(kl—sz) Zg(t)+ 9(t) —5mg—|—€0 (]i]l—'—kz)

15

[J Nous aboutissons & une équation différentielle qui n’est pas soluble directement car elle concerne les
deux grandeurs zg(t) et 0(t).
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[ mouvement dans %~

0 11 s’écrit :

dG*
dt

> M) = M\ P) + Me(T) + M(T5)

0 Comme dans Z* les mouvements de M; et M, sont circulaires, en adaptant la formule & = m 2 0(1) i,

nous obtenons directement :

2
) 9 .
ar = mi (GM)*0ur = 2m <§ E) O(t) i ;
) ~ 5*:5m£29<t>a’;
) 1 .
3y = my (GMy)?0yur = 3m <§ £> O(t) ur
J
U Remarquons que ;) = —1,.
J Nous avons tout d’abord :
. — — —
Ma(P) = GG N Py =0
1 Nous avons ensuite :
— . — — 4 . . 5 5
Ma(T) = GANT, = T C(—cosb i, —sinf u,) N —ky ({1(t) — o) U,

0 Et de méme :
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15 ~~
=1 =0
) — ) it = == kot [ 2+ — 00 — o |
15 2 2() 0)Uz; = 15 2 ZG’() 15 () 0 Uz

0 En projetant le TMC sur ., nous obtenons successivement :

6 N 4 4 1 1
s meo) = —ki £ (zG(t) - 1F 00(t) — £0> — — kot (zG(t) + 1 00@) — £0>

15 15
4\ 1) Ak 0~ Ky Akl — kot

= — (B) k’1£2+ (1—5> k2€2 Xe(t)‘k% XZG(t)—% XEO

16 ky 02 + ko 02 4kl — kol
=g X B0 () — ) x

[ condition d’équilibre horizontal
U Cherchons la condition pour laquelle ¢, = 0.
d5mg

U En reprenant 1’équation provenant du TCI, nous trouvons : zgeq = o — ——
1+ R

[l L’autre équation conduit, pour I’équilibre & :

Akl — kot
O:0+(ZG7éq_€0)XT ~

#0

[1 découplage

[0 Avec la condition précédente, les deux équations différentielles trouvées s’écrivent respectivement :

5még(t) = —(/{31 +k’2) Z(;(t) —5mg+€0 (k’l +k’2)
6 o 16k 24k
R me- ot = — 595 X O(t)

[] Nous constatons alors que les deux degrés de description sont découplés et oscillent indépendemment
I'un de 'autre.
0 Cet exemple correspond & une modélisation simple de la suspension d’une voiture.
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111-4-72 — balance a ressort
[J dispositif — analyse

U Considérons le dispositif suivant.

P 2/, L ly N
om_ mo_ .
M2 G Ml A

k.4 24y

Q

//////////////////////////////V//////

U Les deux masses m et 5m sont reliées par une tige rigide et sans masse. L’ensemble peut tourner
sans frottement au niveau du support. Le ressort est idéal.
U Analyse physique :
U il s’agit d'un systéme de plusieurs points matériel
O il n'y a qu'un degré de description, I’angle que forme la tige avec ’horizontal
U I’évolution est libre et conservative
U les grandeurs pertinentes sont de m, ¢y, g et k.
O Analyse technique :
0 le mouvement principal est un mouvement de rotation autour de O, nous allons donc utiliser
un repérage de type cylindro-polaire
[0 de plus comme I’ensemble se déplace de conserve, nous allons utiliser une approche systémique
et nous allons noter . le systéme { m + 5m + tige }

O le centre de masse G est a Eo de M,.

[ condition d’équilibre horizontal

0 Etant donné que le mouvement est conservatif et & un dégré de description, nous devrions utiliser
I’approche énergétique. Mais nous allons utiliser I’'approche en terme de forces, ou plutot de moment,
pour changer.

Pour qu’il y ait équilibre, il faut que la somme des moments qui s’exercent sur un

systéme soit nulle.

/—i-\
bep=300/2 ber =Ly
oI ¢ > . .
M, |G M, |m A
ﬁ —
T
7 ktly |24

//////////////////////////////V//////
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[] Les forces extérieures qui s’exercent sur le dispositif sont :
[0 force a distance : le poids total qui s’exerce en G ; P= 6mg
0 force de contact : action exercée par le ressort en My ; T = —k (0 — ly) s
[l force de contact : la réaction d’axe

0 Algébrisons le sens de rotation et représentons les forces qui s’exercent.

[0 Le moment exercé par le poids s’écrit :

. 3
MAP)=+%Pbp= +6mg§€0 =9mgly
0J Le moment exercé par la force exercée par le ressort s’écrit :

MAT) = +T dpr = —k (20 — o) by = —k ly?

O Comme la réaction d’axe exerce un moment nul (pas de frottement) nous avons :

MAT) + MAT)+ MAT) =0 ~ 9mgly—kly>+0=0 ~

[0 Nous pouvons constater que la tension exercée par le ressort doit compenser bien plus que le poids.
Cela est dt a l'effet des moments : plus une force s’exerce loin, plus elle a d’effet. Ici le poids s’exerce
« plus loin » de I'axe que la force exercée par le ressort, son effet est donc plus important.

[l petites oscillations

U Supposons la relation précédente vérifiée et cherchons la pulsation des petites oscillations.

//////////////////////////////\//////

U Dans cette partie, nous allons utiliser une approche énergétique sur .. Faisons le bilan des forces
extérieures et des interactions intérieures :
O force a distance : le poids, conservatif E,, = mo g ha

1
O force de contact : la force exercée par le ressort, conservatif E, o = 3 k(0 — ()

[0 force de contact : I'action de I'axe de travail nul car sans frottement
[0 interaction intérieure :
0 fMlHtige ne travaille pas car la liaison est rigide
0 fMQHtige ne travaille pas car la liaison est rigide
O ﬁigthige car la tige est un solide
O Nous pouvons écrire Ey, () = C*®.
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U Il n’y a pas d’énergie potentielle interne donc I'énergie potentielle se réduit a E, 11 = Epp + Ep gl
[0 En notant la référence de 1’énergie potentielle au niveau du point d’attache horizontal, nous avons :

3 3
2g(t) = 3 b6 ~ Epp = Moy g 2¢(t) = —6mg 550 0ty =—-9mgly0(t)

[0 En ce qui concerne 1’énergie potentielle élastique, nous avons :

1 1 1
(=20 +60n)  ~  Bha=gk(l—1l)=75kQ2b+600) L) =5kl (1+00)"

0 Ici les mouvements de M; et M, sont simples a décrire dans % nous n’avons donc pas avantage a
utiliser la vision systémique et le théoréme de K@ENIG.

U Comme les points M; et M,y ont des mouvements circulaires dans le référentiel d’étude, nous pouvons
écrire directement :

1 : 1 .
Ec(y)Ecl + EC2 = 5 m (fo 0)2 + 5 om (2 EQ 0)2
21

= 77716029'2

J Nous avons :

21

. 1
Edg(y) -+ Ep,tot = ? m€02 92(15) — 9mg€0 ‘9(15) -+ 5 ]{1602 (1 —+ ‘9(15))2

dt

U En dérivant par rapport au temps, nous trouvons = 0, ce qui donne :

% m 2 20(t)0(t) — 9m g Lo O(t) + % k02200t (1+6(1) =0

[0 En simplifiant par la solution inintéressante correspondant & 1’équilibre é(t) = 0, nous obtenons :

20m > 0(t) — Imgly + k£y* (1 +60t) =0
0 La condition d’équilibre horizontal fait que —9m g4y + k €y* = 0, et il reste :

. d20(t) k
2 2 J— _— prm—
21mly* 0(t) + kb= 0(t) = 0 ~ ETE + o 0it)=0

|k
[ 11 s’agit bien d’oscillation de pulsation wy = ™
m

[ Bien que cela analytiquement invisible, la pulsation des oscillations dépend bien de g par 'intermé-
diaire de la condition d’équilibre : k fo = 9m g. En d’autre termes, le méme dispositif sur une planéte
différente nécessiterait un réglage différents en engendrant, ainsi, des oscillations de pulsation diffé-
rentes.
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Mécanique des systémes de points I

Au niveau du cours

[0 Les définitions

[ Sont & savoir :

systéme de points, extérieur, centre de masse, centre d’inertie

moment cinétique par rapport & un point, moment d’une force par rapport a un point
moments scalaires, bras de levier

interaction intérieure

point d’application

I o

[J Les grandeurs

[0 Connaitre la dimension d’un moment de force ainsi que son unité.

[J Les lois

00 Connaitre :
[0 le théoréme du centre d’inertie
[l le théoréme du moment cinétique, le théoréme scalaire du moment cinétique, le théoréme du
moment cinétique barycentrique
[ les théoremes énergétiques
[0 les théoremes de KOENIG

(1 la phénoménologie

U Connaitre :
[ savoir interpréter le mouvement d’un systéme en tant que mouvement d’ensemble et mouve-
ment propre
[ les effets des interactions intérieures sur le mouvement d’un systéme

Au niveau de ’analyse
[1 Analyse physique

0 11 faut savoir repérer si un dispositif est a évolution conservative, forcée, ...

[J Analyse technique

0 11 faut savoir :
[ faire la différence entre une approche systémique et une approche particulaire
[J savoir choisir entre une approche systémique et une approche particulaire

Au niveau des savoir-faire

[ petits gestes

0 11 faut savoir :
[l savoir placer rapidement un centre de masse
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[0 calculer rapidement le moment scalaire exercée par une force grace au bras de levier
[0 montrer rapidement que I’évolution d’un systéme est conservatif
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