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Mécanique du solide

[] Exercice 1

Il s'agit ici d'un pur exercice de cinématique, il n'y a donc pas tellement (euphémisme) de physique.
Analyse technique. Etant donné que la chenille a un mouvement d'ensemble, nous allons plutét utiliser
une approche systémique pour déterminer son énergie cinétique.

1
Utilisons K@NIG : Fo(#/%) = 3 muog® + E (S| %*).
Dans le référentiel &# la situation est la suivante et nous voyons bien que la vitesse du centre de
masse n’est autre que v.
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Dans le référentiel Z* la situation est la suivante et nous constatons alors que chacune des petites
masse a une vitesse v par rapport a Z*.
v

| o | | — | — | — ) — —  — ) — — — — — ) -
o= 8

9 <

1
L’énergie cinétique vaut alors E.(7/%*) = = m v

Finalement nous obtenons : [EC(Y JR) = mvﬂ.

] Exercice 2

Pour avoir J = m 2, il faudrait que toute la masse soit concentrée a une distance ¢ du centre
de masse, i.e. ici aux extrémités du baton.

Comme la tige est homogéne tel n’est pas le cas, il y a des parties massiques plus proche de G,

J
cela implique un moment d’inertie plus petit, 7.e. |n = 7 <1}
m

Analyse physique. Ici la tige posséde 4 degrés de libertés : 2 pour décrire la position du point de
contaxct sur le sol et 2 angle pour permettre de décrire I'inclinaison (un pour décrire vrs ou penche la tige
et un autre pour décrire quel est I'angle formé avec la verticale). Toutefois la tige n'est soumise qu'a des
forces verticales, ce qui implique que son mouvement d'ensemble (= la trajectoire de G) sera vertical. Il
ne reste qu'un degré de description !
Analyse technique. Pour trouver une trajectoire quand il y a beaucoup de degrés de liberté, rien de tel
qu'un bon PFD!
On choisit d’étudier le systéme .7 { tige } dans le référentiel terrestre galiléen. Les forces exté-
rieures qui s’exercent dessus sont :
0 le poids P= m g vertical ;
O la réaction normale du sol (car sans frottement) : ﬁN = Ry u,.
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La projection du TCI sur 4, donne alors 0 = m(t) soit, puisque la tige est abandonnée (la
pauvre!) sans vitesse initiale .
Nous obtenons bien le méme résultat que celui trouvé lors de ’analyse physique préliminaire :

[la trajectoire de G est purement Verticale}

Analyse physique. Etant donné que la trajectoire de G est verticale, le dispositif est a un seul degré
de description, ici nous choisirons c.. De plus I'évolution est libre et conservative.

Analyse technique. Un degré de decription + régime libre = théoréme énergétique. Comme la tige a
clairement un mouvement d'ensemble, nous allons la décrire sous forme systémique.

La seule force non conservative Ry subie par la tige ne travaille pas car le point (de la tige) qui
subit la force a une trajectoire (horizontale) orthogonale a la force (qui est verticale). De plus comme
la puissance des interactions intérieures est nulle (la tige est un solide), nous avons E, () = C*.

1
[l L’énergie cinétique. K@E&NIG, un beau matin, a dit : E.(/%) = 3 muai(t) + Eo () %*).
Comme la trajectoire de GG est verticale, sa vitesse est uniquement portée par ., ce qui donne
vG(t) = Za(t).
Or, géométriquement nous pouvons constater que zg(t) = ¢ cos a ce qui nous donne, en dérivant :
Za(t) = —L a(t) cos a(t).
De plus dans le référentiel barycentrique comme la rotation se fait avec une vitesse angulaire &(t)
1
nous obtenons F.(/%*) = 3 J &2 (t).
O L’énergie potentielle. Avec £, ,es = m g hg nous avons Ej, ,es = m g ¥ cosa.
[J Théoréme. La conservation de I’énergie mécanique donne F,,(a) = E,(0) soit :
1 2 22 2 Lo
§m€ Q“ (t) sin a+§Ja t)+mglcosa=0+mgl
En factorisant et en isolant &(t) nous trouvons (attention au signe) :

: 2g (1 —cosa)
=\
¢ n+sin® o

Exercice 3

Pourquoi une « intégrale premiére du mouvement » au lieu de « conservation de I'énergie » 7

La base de la dynamique est la 2¢ loi de NEWTON, c'est-a-dire une loi avec des dérivées d'ordre 2.
Trouver une intégrale premiére du mouvement revient a intégrer cette loi de sorte qu'il n'y ait plus que
des dérivées d'ordre 1. En effet, il est plus facile de résoudre numériquement des équations différentielles
d’ordre 1 que des équations différentielles d’ordre 2.

Aprés, il est vrai que si la fagcon la plus simple d’obtenir une intégrale premiére du mouvement est
d’écrire une loi de conservation énergétique, il n'est pas impossible d'imaginer des cas ou cette intégrale
premiére du mouvement ne serait pas une loi énergétique.

Analyse physique. Etant donné qu'il n'y a pas glissement, nous pouvons voir que le mouvement est
a un degré de description. De plus il est libre et conservatif.

(© Matthieu Rigaut Eléments de corrigé 2/25



PC*, Fabert (Metz) MECANIQUE , TD N°2 2018 — 2014

Analyse technique. Avoir une intégrale premiére du mouvement c'est écrire (la plupart du temps) une
loi de conservation énergétique. Alors soit. En ce qui concerne I'approche, nous pouvons voir que |'objet
qui roule est la réunion de deux choses distinctes. Nous allons donc traiter cet objet sous forme particulaire
en distinguant les contributions de chacune de ses parties.

Considérons le systéme . { P + disque & } dont nous pouvons constater qu'il s’agit d’un solide.
Son énergie mécanique est constante car :

[ il frotte sans glisser sur son support immobile
[0 en tant que solide, la puissance de ses interactions intérieures est nulle
L’énergie cinétique de . vaut, par extensivité : E.(¥) = E.(.¥) + E.(2).

1
D’aprés K@ENIG : E.(2) = 5 Muvc® + EX(2).
Or, dans Z*, le disque a un mouvement de rotation pure ce qui donne :

1 . 1 1.
EC*(@):§J«92 s EC(@)zﬁMv02+§J92

1
L’énergie cinétique de P s’écrit E.(P) = §mv2(P) avec, par loi de composition, ¥(P) = ¥(C) +

Réﬁg. Et ainsi :

1 N2 1 1 .
E.(P) = 5 m (vcﬁm + RHﬁg) = §mv(;2 + émRQQQ +mvc - (RO )
1 1 . .
= §mv02 + §mR292 +muv, RO cosb
777777777 777777777
De plus comme la condition de non glissement s’écrit ve = —R0 (attention au signe), nous

arrivons, en rassemblant le tout a :

1 . .
E.(7) = 3 ((M+2m) RQ+J) 62 —m R?6? cosd

L’énergie potentielle se réduit a 1'énergie potentielle de pesanteur donc E, = mghp = mg R(1 —
cos f).

Ainsi, en rassemblant le tout :

1 . .
[5 ((M+2m)R2+J> 0> —m R*6* cos +m g R(1 — cosf) = C“ﬂ

Inutile de discutailler pour dire que la position d’équilibre stable est 6, = 0.

Pour déterminer les oscillations autour de I'équilibre, il est possible soit de dériver I'expression compléte
de I'énergie puis de faire un DL a l'ordre 1, soit de faire un DL a l'ordre 2 de I'énergie puis de dériver.
Etant donné qu'ici il y a du 62 cos®, nous allons opter pour la deuxieme méthode.

Le développement a 'ordre 2 de 1'énergie s’écrit :

1 . . 0 0
Em(jﬂ):§((M+2m)R2+J)02—mR202 1= F | 4mgR (1= (1-5
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Le terme en 62 62 étant d’ordre 4, nous sommes obligé de le simplifier. Il reste :
2

1 . 0
En() = 5 ((M+m)R2+J> 0 +mg R

Et en dérivant, nous obtenons, aprés avoir simplifié par la solution inintéressante 6(t) correspon-
dant a I’équilibre :

d20(t)Jr mgR 9o = 0 mgR
g AN wWn =
@ T Troremre’? 0 J+ (M +m) R?

Le disque avance toujours dans le méme sens lorsque E. (0 = 7) > 0, ce qui correspond, puisqu’alors

I'énergie potentielle est a son maximum Ej, pax = 2mgR | By >2mgR|.

[J Exercice 4

Analyse physique. Ici le dispositif est a un seul degré de description puisque les engrenages impliquent
des roulements sans glissement au niveau des points de contact.

Analyse technique. Le but est de trouver I'évolution de I'engrenage [ connaissant I'excitation de [.
Pour cela il faudra passer par deux, c'est-a-dire utiliser 3 un moment ou a un autre la loi des actions
réciproques. Nous ne pouvons en effet pas utiliser de loi systémique car nous ne connaissons pas de
loi permettant de déterminer le moment d'un couple s'exercant sur un axe par rapport a un autre axe.
Typiquement quel est le moment du couple T',,, par rapport a I'axe de rotation de (0 7

Faisons tout d’abord un beau schéma des forces qui s’exercent un peu partout.

Posons le sens de rotation positif valable pour les trois roues dans le sens trigonométrique.

Le TMCS appliqué au disque 1 par rapport & son axe donne : Jywi(t) = 'y — fos1 71,

Le TMCS appliqué au disque 2 par rapport a son axe donne : Jows(t) = —f1 072 + f3070.

Le TMCS appliqué au disque 3 par rapport a son axe donne : Jows(t) = fo,373 — 'y

De plus les conditions de non glissement des roues les unes par rapport aux autres donnent :
ToWy = —T3ws3 et "9 wy = —Tws.

Enfin, il faut tenir compte de la 3¢ loi de Newton qui dit fi,2 = fos1 et f3o = f3_,1 (attention
ce sont des relations en norme et pas en vecteurs, d’ou 'abscense de signe —).

Nous obtenons ainsi, avec des remplacements successifs en partant du 3¢ TMCS :

) Jo .
J3ws =13 <f142+r—2w2> — I
2

1 T s

7‘2 T T s T
<J3+JQT—32> bat) =Ty x 2= B8
2
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. 7’32 7‘32 . T3
et ainsi : J3+—2J2+—2J1 w3(t) = —TI'y —I'el.
T2 ™ 1

. . T3
Nous pouvons constater que tout se passe comme si le moteur exercait un couple de moment — 1",
1

sur la roue 0. Cela correspond a quelque chose de bien connu en vélo : plus le plateau (r1) est petit et
plus les pignons sont grands (rs), plus il est facile de pédaler. Mais moins ¢a va vite!

] Exercice 5

Analyse physique. Ici la boule va commencer & rouler vers le bas, entrainée par son poids. Etant donné
qu'au début il n'y a pas de glissement, le dispositif est a un degré de description. Les paramétres pertinents
vont étrer, R, m, J, g et f.

Analyse technique. Ici I'évolution est libre et a4 un degré de description. Nous allons utiliser une
approche énergétique. De plus comme la seule partie en mouvement est un solide, nous utiliserons les lois
de KENIG.

Ici, la seule force non conservative qui s’exerce sur le systéme c’est la force de contact (avec
frottement) exercée par le demi-cylindre, mais celle-ci ne travaille pas étant donné qu’il y a roulement
sans glissement. En effet, puisqu’il n’y a pas de glissement, le point de la sphére qui subit la force a la
méme vitesse que le point du cylindre avec lequel il est en contact. Comme le cylindre est immobile,
le point de la sphére en contact avec le cylindre est immobile. La puissance qu’il recoit est nulle.
Ainsi :

En(#) = E(#) + Ey(#) = C*
En ce qui concerne ’énergie cinétique, K@&NIG a dit :

1
Ee(#) = 5 mug” + B{(#)

Comme le centre de masse G a une trajectoire circulaire de rayon (R+7) et de vitesse angulaire 0
et que dans le référentiel barycentrique, la boule tourne autour de son axe passant par G a la vitesse
&, nous obtenons :

1 . 1
E.(#) = 5m(R+r)292 +5 Ja?
Pour trouver la relation entre & et 6, nous allons écrire que la vitesse de glissement de la boule
sur le demi-cylindre est nulle.
Or Uy(%/¢) = V(I € #/%)—U(I € ¢/#) mais comme le demi-cylindre est immobile : ¥(1 € €/%) = 0.
Ainsi, avec le champ des vitesses d'un solide, nous trouve (avec iy tel que u, A Uy = Uiy) :

7,(8)%) = TG + QA GI = (R + 1) + cviig A (—r,) = [(R+7)0 — 7] @

. . T+ R :
Et comme cette vitesse est nulle : @ = —— 6 ce qui donne
r

/ ) 9"2%m<R+r)2<1+5)9’2

r mr?

2
1 | r+RY\ 1
EC(,%’):ém(R+7’)2«92+§J< ) «92:§m(R+r)2 <1+
lorsque le support n’est pas plan, il n’est pas facile « d’intuiter » la condition de non glissement.
L’énergie potentielle se réduit a I’énergie potentielle de pesanteur soit £, = mgzg = mg (R +
) cosb.
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En rassemblant le tout et en tenant compte des conditions initiales nous arrivons a :

Enw=12m(R+7)*(1+8)0*+mg(R+7)cosf =mg(R+r) ()

En dérivant 'expression précédente par rapport au temps et en simplifiant par la solution ininté-
ressante correspondant & I’équilibre 6(t) = 0, nous obtenons :

~ o d20() g B
(R+7)*(1+8)0¢t) —mg(R+r) sinf =0 ~ [dﬁ _(R+r)(1+5)9(t)_}

La condition de non glissement est vérifiée tant que Ry < f Ry. Il faut donc déterminer Ry
et Ry et, pour cela, rien ne vaut un bon TCI : ma(G/#) = P + Ry + Ry qui donne en projection
respectivement sur w, et sur iy (sans oublier que G a une trajectoire circulaire ©) :

—m (R+7)0*>=—mg cosd + Ry et m(R+7)0=mgsinf — Ry

Nous avons ainsi Ry =mg cosd —m (R + 1) 02 et avec I'équation ()

g (R (1 cos )
%Wm(l +B)

2(1 — cos @)

Ry = 0 — X
N =mg cost —m (R+T) .

=mgcosf —mg X

(3+ ) cost —2
1+4
De plus Ry = mg sinf — m (R + r) 0 et avec 'équation différentielle précédente :

Et finalement Ry = mg X

) g sinf £ sinf
Ry = 0 — X = X
r=mg sinf —m (R+T) [ ey mg T3

La condition de non glissement s’écrit donc

3 sin 6 (3+ ) cosf — 2
<
fmgx 115

(3+ ) cost —2
5 :

En tracant les graphiques des fonctions fi(9) = sin€ et fo(0) = f

Cette relation se simplifie en sinf < f

(34 ) cost —2
s

nous voyons

qu’il existe une valeur de # pour laquelle cette condition n’est plus remplie :

Em%éfcywn?wg_?
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0,91

I

Y

—1,24

Analyse technique. Etant donné d’une part qu'il y a deux degrés description (puisqu'il y a glissement)
et que le mouvement n'est plus conservatif d’autre part, I'approche énergétique ne suffit plus. Nous allons
donc regarder du cété des forces. Et comme seul le paramétre 0(t) nous est demandé, nous allons nous
contenter d'un bon TCI.

Le TCI précédent est toujours valable ici aussi. De plus comme il y a glissement, nous savons que
|Rr| = f Ry soit, en faisant attention au signe :

—m(R+71)0%>=—mg cosf + Ry et m(R+7)0=mgsind — f Ry

En éliminant Ry entre les deux équations, nous trouvons :

[m (R+7)0(t) —m f(R+7)6%(t) = mg (sinf) — f cos H(t))]

Nous ne pouvons plus utiliser la conservation de I'énergie mais nous pouvons utiliser la méthode
aboutissant, habituellement, a cette conservation.
Partons de la projection sur @y du TCI :

_fRN_§ (m(R+T)09—m9051n0> —§E<§m(R+T)9 +mgcos€>

En utilisant maintenant la projection du TCI sur «, pour éliminer le terme en 62

1d [{mgcos Ry 1d[{3mgcosf Ry
f Ry 9dt< +mgcos> 9dt<

2 2 2 2
3mg sinf _id_@dRN
2 2¢ dt do

Et ainsi Eii]\é(a) —2f Rn(0) = —3mg sin HJ.

La solution de cette équation différentielle s’écrit Ry (0) = Ry part(0) + Ae?/?,
En cherchant Ry par(0) sous la forme Ry part(9) = a cos @ + b sin 6, nous aboutissons a

3m
Fn(0) = 1+4if2
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I1 faut maintenant déterminer A avec les conditions initiales : Ry (6,) = f R sans glissement (0;) donné
par 'expression de la question .
Nous trouvonos, pour f = 0,3 et 8 = 0,5, A = —1,51407m g et ainsi Ry = 0 pour (numérique-

ment) : (6, = 35,0612 ° |

Exercice 6

Analyse physique. Ici nous sentons bien que suivant les masses msy et m soit c'est m qui va descendre
et my qui va monter, soit le contraire. Etant donné que ce ne sont pas de simple masse ponctuelle, il vavu
mieux prendre la précaution de ne pas dire que le cas limite est pour m = my. De plus nous pouvons voir
que le mouvement est a un degré de description, puisqu'il n'y a pas de glissement, et qu'il est conservatif.
Les grandeurs pertinentes seront : m, my, 11, ma, 7o (inutile de parler de J, et Jy puisque les moments
d'inerties sont reliés a la masse et a la géométrie des poulies), et g.

Analyse technique. Un degré de description et une évolution libre (qui plus est conservative) ont
toujours donné naissance a une approche énergétique. Soit! En ce qui concerne I'ensemble du dispositif,
comme il est complexe, nous allons considérer le systeme { fil + &, + Py + m } et I'étudier de maniére
particulaire, c'est-a-dire chaque partie séparément. Il faudra juste faire attention au fait que m ne fait que
se translater, m, ne fait que tourner et mo tourne et se translate.

0 Evolution conservative.

L’ensemble du dispositif est a évolution conservative. Nous allons donc utiliser un théoréme éner-
gétique sur le systeme . { fil + &2, + Py + m }.

En ce qui concerne les forces extérieures non conservatives :

0 laction de 'axe sur la poulie 1 ne travaille pas car il n’y a pas de frottements

[0 T'action du bati sur le fil ne travaille pas parce que le point d’application de la force est immobile
(forcément : le fil est attaché)

En ce qui concerne les interactions intérieures :

[0 m < fil ne travaille pas parce que m et le fil sont en liaison totale

O fil & &) ne travaille pas parce qu’il y a frottement sans glissement

O fil <+ &) ne travaille pas parce qu’il y a frottement sans glissement

[/

L’énergie cinétique du systéme s’écrit :

1 1 1 1
Ec(y) = 5 m22 —+ 5 Jl 912 -+ EC,Q avec EC2 = é mo 2‘222 —+ 5 J2 922

L’énergie potentielle se réduit a 1’énergie potentielle de pesanteur soit, en prenant 1’origine au
niveau de C :

Ey () =mgz+mygz
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[J Un seul degré de description

Traduisons maintenant les conditions de liaison qui font que dispositif est & un degré de descrip-
tion.

La longueur du fil est constante donc :

)= —zt) +7r —220) +7r +H ~  z(t) = =22 + C* ~ Z(t) = —2 Z9(t)

La condition de non glissement du fil sur la poulie 1 s’écrit 2(t) = r 21 et celle sur fil sur la poulie
Z 2z
2 s’écrit : Z9(t) = 19 (2y. Cela donne €2y = 22 et Q) = iz
T2 Tl
En remplacant le tout nous obtenons d’abord :

1 22(1)
7’22

) 1 4524 1 ) 1
5 (4%0) + 5/ x ri;) +oma R )+ 5 )

Dérivons et simplifions par la solution inintéressante correspondant a ’équilibre Z5(t) = 0 :

+ g (ma —2m) z(t) = C*

J S\
<4m+4—12+m2+—22> H() = (2m —ma) g
1 T2

le résultat est bien cohérent puisque si m est trop grand, la poulie 2 est accélérée vers le haut
alors que si my est trop faible, c’est la masse m qui accélérée vers le haut.

[J Exercice 7

Analyse physique. L'ensemble va osciller a cause du ressort. Le mouvement est libre, conservatif, a un
degré de liberté (une connue la longueur du ressort, tout le reste peut étre parfaitement positionné). Les
résultats vont dépendre de my, ms, k, ly, g et R rayon de la poulie. Cela dit, avec un ressort, la pulsation
des oscillations fait rarement intervenir le poids : seule la position de I'équilibre dépend du poids.

Analyse technique. Un degré de liberté ? un mouvement conservatif 7 La décision est déja prise : ce
sera une approche énergétique. Ici pour étudier |'ensemble, nous passerons évidemment par un systéme
mais que nous regarderons de maniére particulaire et non systémique car la position du centre de masse
n'est clairement pas pertinente ici.

Choisissons le systéme suivant : { la poulie + le fil 4 les deux masses }. Ce systéme est a évolution
conservative.

En effet les forces extérieures auxquelles est soumis ce systéme sont : le poids (conservatif), la
tension du ressort (conservative) et la force exercée par le support sur le fil. Cette derniére force,
non conservative, ne travaille pas car le point d’application (le bout du fil) ne se déplace pas, donc
SW = F - dF = 0. L’évolution est bien conservative.

L’origine du repére est en O avec i, orienté vers le haut, donc 21 (t) et 2z5(t) sont négatifs.

[0 Energie potentielle. Notons £(t) = —z(¢) est la longueur du ressort et {; = —z, sa longueur
naturelle. Alors :

1
E,=FE,p+ Eya =migzi(t) +mag2(t) + 3 k(e — 60)2

[J Ramener a un degré de liberté. Si tout est relié, c’est a cause du fil et surtout de son
inextensibilité. Traduisons-la.

Notons d la longueur du fil, z(t) la cote du point d’attache et R le rayon de la poulie. Nous avons
donc : d = (z1(t) — z(t)) + T R+ (21(t) — 22(t)).

Or d = C*, donc d = 0 ce qui donne : 2 Z{(t) = Z5(t)
. 1 1 4
[0 Energie cinétique : FE. = 3™ 22(t) + 3 M 20 = wg/f t

(© Matthieu Rigaut Eléments de corrigé 9/25




PC*, Fabert (Metz) MECANIQUE , TD N°2 2018 — 2014

[J Conservation de 1’énergie mécanique. Celle-ci s’écrit :

dE,, ) . L
e =0 ~ g(my+2mg) Z1(t) + k (21(t) — 20) 21(t) + (mq +4mg) 21(¢) Z1(t) =0

En simplifiant par la solution inintéressante z;(t) = 0 correspondant a 1’équilibre, nous trouvons :

k
[él(t) + w? z1(t) = w? zéq] avec [Zéq =2y — %(Tm + 2m2) ’ et [ 2 _ 7m1 n 4m2}

La solution de cette équation est donc bien une solution sinusoidale de pulsation w et de période

27
T = — ce qui donne bien le résultat proposé.
w

[J Exercice 8

Analyse physique. Lorsque la bille va tomber, le c6ne va se mettre a tourner car la bille va le pousser en
arriére. L 'évolution sera donc conservative (aucun phénoméne dissipatif) mais a deux degrés de description :
la rotation du céne et la translation de la bille. Les grandeurs pertinentes sont : m et J pour décrire I'inertie
du dispositif, o et h pour la géométrie et g pour les forces.

Analyse technique. Ici le dispositif est a deux degrés de description. Autrement dit une approche
énergétique ne sera pas sufhisante! Ce n'est pas pour cela qu'il faut jeter le bébé énergie dans l'eau du
bain! En effet, deux degrés de description, cela signifie deux lois. La premiére sera la conservation de
I'énergie. Et la seconde ? Soit le TCl soit le TMC, et comme ¢a tourne, ¢a sera ... le TMC!

[0 Aspect énergétique.

Le systéme { cone + bille } est & évolution conservative. En effet, en ce qui concerne les forces

extérieures :
[0 le poids est conservatif
O les réctions d’axe R ne travaillent pas parce qu’il n’y a pas de frottements

L’interaction intérieure cone — bille ne travaille pas parce qu’il n’y a pas de frottement entre les
deux.

Remarque. comme il n’y a pas de frottements entre la bille et le cone, la bille glisse sans rouler dans
la rainure, mais cela ne change rien a l’analyse qui suit.

La conservation de 1’énergie mécanique donne Ey, = E. + E, = C'* soit, entre la position initiale

2

1
et le moment ot la bille quitte le cone : 5]92 + gmv =mg h.

[l Aspect rotatoire.
Le théoréeme du moment cinétique scalaire appliqué au systéme s’écrit :

doa ()
dt

Comme le poids est vertical .# (P) = 0 et comme il n’y a pas de frottements sur 'axe .Z (R) = 0

= M (R) + M (P)

ce qui implique % = 0 soit op = C* =0 (grace a 'immobilité initiale).

J

Or, a la fin, le moment cinétique du systéme s’écrit oo = JQ +mov R et ainsi v = ———= (2.
m
[1 Rassemblement

En rassemblant le tout, nous obtenons :

1., 1 J
SRR ey

QZngh s 02 =
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Remarque. a cause de la présence de la bille, le centre de masse G n’est pas sur ’axe de rotation,
si . (P) = 0 c’est bien parce que l'axe de rotation est vertical. Cela peut se sentir en imaginant
que le cone soit relié au plafond par & un fil & son sommet. En posant m trés lourde dessus, le cone
s’'inclinerait, ce qui est caractéristique d’une rotation autour d’un axe horizontal ou encore d'un
poids de moment vectoriel non nul.

[J Exercice 9

Analyse physique. Le cylindre va tomber. Tant que le cylindre ne glisse pas, il n'y a qu'un degré de
description et, en plus, I'évolution est conservative. Les grandeurs pertinentes sont r, m, f et g.
Analyse technique. Pour déterminer I'évolution, ici, rien de tel qu'un bon théoréme énergétique car le
dispositif est a un degré de description et en régime libre. En revanche, quand il s'agira de déterminer
I'instant a partir duquel le cylindre glisse, nous ferons une approche en terme de forces.
Considérons le systéme { cylindre }. Nous pouvons dire qu’il est & évolution conservative car :
0 en ce qui concerne les forces extérieures :
[ le poids est conservatif
[ la réaction du support immobile ne travaille pas tant qu’il n’y a pas glissement
[0 la puissance des interactions intérieures est nulle car il s’agit d’un solide.
Ainsi E,, = E. + E, = C' et comme le cylindre tourne a la vitesse angulaire 0 dans le référentiel
barycentrique, nous pouvons dire, d’aprés K@ENIG :

1 . 1 .
Eczim'rQGQ—i-éJGQ

De plus I'énergie potentielle s’écrit £}, = m gr cos, ce qui donne, compte tenu des conditions
initiales :

1 :
E, = §(J+mr2)«92+mgr cos =mgr

En dérivant et en simplifiant par la solution inintéressante correspondant a 1’équilibre é(t) =0
nous obtenons :

(J+mr?)0t) —mgrsind =0
Le TCI s’écrit alors, en projection sur u, et sur iy et sachant que GG a une trajectoire circulaire
de rayon r :
—mr0>=—mgcosf+ Ry et —mrl=+4mgrsinf + Ry

Nous trouvons ainsi en utilisant la conservation de ’énergie :

2mgr (1 —cosf) 2mg (1 —cosf)

Ry =mg cos) —mr x =mg cosf —
N g J+mr? g 1+ L
1 4 0—1
EtavecJ:—mTQ:RN:mng.
De plus avec I'équation différentielle vérifiée par 6(t) :
R i - Xmgrsin@ -
=—mrf—mgsinf = —mr x —— —mg sin
T g J +mr? g
m g sin 6 - 5 "y
= ——————mgsinf = ——mg sin
1+ -2, g 39
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La condition de non glissement s’écrit donc : |Rr| < f Ry, ce qui donne :

5 ) 4 cosf —1 ) 4 cost — 1
gmgsmﬁgmgxf ~ s1n9<fxf

Nous pouvons voir sur le graphique ci-dessous que cette condition n’est vérifice que pour 0 < 6.

A

Remarque. nous constatons bien que plus f est grande, i.e. plus il y a de frottement, plus la valeur
limite 6, de 0 est grande.

[J Exercice 10

Analyse physique. Ici le probléme est un probléme de statique avec un fil, c'est-a-dire un systéme de
point. Etant donné la souplesse du fil, il y a a priori une infinité de degré de description. Sauf qu'ici la
position du fil est parfaitement défini (enroulement autour d'un cylindre) : le seul paramétre descriptif qui
lui reste, c'est la force qu'il exerce a ses extrémités. Les paramétre pertinents sont T en tant que tension
a une extrémité, [ pour le coefficient de frottement et r pour la description géométrique de I'enroulement.
Comme nous voulons déterminer T'(a), d'un point de vue purement dimensionnel, nous pouvons dire tout
de suite que r n'interviendra pas. De plus comme il s'agit ici d'un probléme en statique, que la corde soit
avec ou sans masse, cela ne va rien changer.

Analyse technique. Réduite a pas grand chose puisque I'énoncé nous dit quoi faire : un PFD et
considérer I'équilibre limite. Etre en équilibre limite signifie qu'il y a non glissement (donc vitesse de
glissement nul) et que la condition de non glissement est tout juste tout juste respectée, autrement dit
Rt = f Ry. Nous savons quoi faire, alors, c'est parti!

Commencons par schématiser la situation en prenant en compte l'effet qui semblera important :
I'effet de courbure du fil. Pour cela, dessinons la situation avec un fil suffimament petit pour faire
des développements limité, mais suffisamment grand pour voir sa courbure apparaitre.

Comme dans tout probléme ou I'étude se fait a un niveau infinitésimal, le point « exact » ou s'applique
la force de contact n'est pas trés importante. Il est possible de la prendre a un bout (au début ou a la fin)
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ou au milieu. Au milieu c'est peut-étre plus naturel, mais en général ca complique un (micro-)poil I'aspect
technique.

Ecrivons écrit I’équilibre pour I’élément de corde en exprimant les composantes des forces sur i,
et :
() = =T(0)uy
(0 +do) =T'(0+do) X (cos (df)t, — sin (d0)d,) = T(0 + o) X (U, — dbu,)

v (s () v () ) < (_M )
O ]%T = Rp (— cos <d;> U, + sin (d;> ﬁy> = Ry (3 Uy — z)

La projection sur 4, donne (& ’équilibre limite) :

O T
o7
0

v}

de
=T+ T0+do) — Ry — — RN =0

Ry dé
Or Ry = f Ry ce qui implique, puisque df est infinitésimal, Ry > N

Dans ces conditions, la relation se simplifie en T'(0 +d0) — T () = f Ry
La projection sur @, donne (& 1’équilibre limite) :

Ry do
2

0—df x T(®+do) + Ry + =0

Rrdf
Or Ry = f Ry ce qui implique, puisque df est infinitésimal, Ry > T~ et nous obtenons :

Ry =dO0 x T(6+ de)

En rassemblant le tout nous avons tout d’abord :

T+ do) — T(0)

TO+d9) —T®) = fT(6+d9)do ~ 10 = fT(0+d0)
dT'(o
Et en passant a la limite pour df — 0 : % = fT()

Il s’agit d’une équation différenticlle dont la solution est | T'(6) = Tpe !’

2m | 47w | 671
T
Nous obtenons donc : # 6.58 | 43.4 | 286
0

Nous constatons que la force devient trés rapidement intense au fur et & mesure que le fil s’enroule.
Cela signifie qu’avec une force de 10 N (le poids d'une masse d’environ 1 kg), il est possible d’exercer,
en trois tours de céable, une force 286 fois plus intense, i.e. retenir sans difficulté une masse de plus
de 250 kg!

Ce principe est mis en ceuvre, notamment dans les dispositifs de sécurité pour les grimpeurs.

[J Exercice 11

Analyse physique. Le cylindre va se mettre a rouler sur le prisme et, tout en roulant, a le pousser vers
I'arriere. Ce dernier pourra bouger puisqu'il repose sans frottement sur la table. Dés lors nous pouvons
constater qu'il y a deux degrés de description : la position du prisme et la position du cylindre sur le
prisme. Il 'y aurait glissement, cela ferait trois degrés de description. Ici les grandeurs pertinentes sont :
m, M et J (pour l'inertie), r et o pour la description géométrique et g et f pour les forces.
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Analyse technique. La, pas trop le choix. Etant donné qu'il y a deux degrés de description, I'approche
énergétique seule ne sera pas suffisante. Il va donc falloir commencer soit par le TCl soit par le TMC pour
I'ensemble du dispositif. Comme ce dernier ne tourne visiblement pas autour d'un axe, nous allons nous
concentrer d’abord sur le TCI.

Etudions le systéme . = { prisme & + cylindre ¢ } soumis aux forces extérieures :

O son poids P = (m + M)g force verticale
[l la réaction du support sur le prisme ésupporH o vertical car sans frottement.
Le TCI pour . donne, en projection sur u, ’axe horizontal :

(m + M) 6(5’) = ﬁ + R)support%:@ e jg(t) =0

Or, comme a l'instant initial £4(0) = 0 et z4(0) = 0, nous obtient x4 (t) = 0 puis, avec la définition
du centre de masse :

_ Mast) +mael)
- M+m

Gt ~  [(magt) = —Mzp(@)

Nous avons la maintenant un parfait couplage entre les deux degrés de description. En conséquence
de quoi il n'en reste qu'un. Et I'évolution est conservative! Donc ... donc ... ?
Par hypothése, le roulement se fait sans glissement au moins au début. donc le dispositif est a
évolution conservative. En effet :
0 en ce qui concerne les forces extérieures :
O le poids est conservatif
[ la réaction du support immobile sur le prisme ne travaille pas car il n’y a pas de frottement
O linteraction & <> € ne travaille pas car il y a roulement sans glissement
Remarque. en tant que force extérieure, la force que le prisme exerce sur le cylindre travaille, méme
s'il y a roulement sans glissement, car le support du cylindre (qui est alors le prisme) n’est pas
immobile.

Ecrivons alors la conservation de 1’énergie avec :

1
0 E#) =5 Mz’

1 1
0O E.(%) = ) mug(t) + 3 J Q2 oll vy est la vitesse du centre de masse du cylindre € et Q sa

vitesse angulaire de rotation sur lui-méme
U E, = mgze(t) car il est inutile de prendre en compte 'énergie potentielle de pesanteur du
prisme, ce dernier ayant une trajectoire horizontale.
[J Les contraintes.
L'écriture des termes énergétiques a fait apparaitre des grandeurs telles que vy, 24 et 0 dont nous
savons qu'elles sont toutes reliées entre elles. Nous devons donc rechercher ces liens.
Il faut tout d’abord remarquer que le cylindre reste sur le prisme.

Dans ces conditions, lorsque nous nous plagons dans le référentiel lié au prisme, i.e. lorsque nous
faisons comme si le prisme était immobile, nous avons tan a = @/ ).
x(¢/2)

Or le mouvement du prisme & par rapport au référentiel d’étude & est une simple translation,

d’ou :

not

2(€6]P) = z2(€ /%) = z2(F) et x(€)P) = x(C|#) — x(Z|Z) = Ty — T

Cela donne, avec la condition précédente :

= (1+ 2 =t 1+
x(¢/P) = —i—M Ty ~ Zg(t) = tan « +M X T (t)
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La condition de non glissement s’écrit @(I € ¢/ %) = 0.
En développant, cela donne : (I € 2/%) = I(I € 2/%).
Et comme (champ de vitesse d'un solide) :

T e 2/%) = VG/%) + QA Cﬁ = Zg(t) —rQix ol Uy = — et JIecP/%) =1Tp)

Nous obtenons tout d’abord :

—

x@(t) ﬁx + Z@(t) ﬁz - TQ'JX = xf’/(t) Uy

Compte tenu des relations précédentes, cela se simplifie en :

. 2 2
rQiix = T¢ <1+%) (U, + tan o i) ~ 62Q2zf£2(2(1+%)J

[J Rassemblement.
Nous pouvons donc en déduire, en utilisant toutes les relations précédentes :

Fo = M+ ! J 1+ = AR 2(t) + t 1+ = t
hn=-m | — — Ty m g tan « — | 24
2 m  cos?a  mr?cos?a M « (0 g M v(0)

Nous noterons ce résultat sous la forme simplifiée :

1 . 9 m
Eyn=-mnas“t)+m gtana | 14+ — | z¢(t)
2 M

0 Equation différentielle.
En dérivant I'expression de 1’énergie mécanique par rapport au temps et en simplifiant par la
solution inintéressante i (t) correspondant a I’équilibre, nous arrivons a :

t
E@m — 9 Z“O‘ <1+%)]

Il s’agit 1a d’'un mouvement uniformément accéléré.
[0 Vérification du non-glissement.
Pour cela il faut déterminer une force tangentielle. Et 13, rien de tel qu'un bon TCl!
Ecrivons le TCI pour le disque.
Les forces qui s’exercent sont, outre le poids, les réactions normale et tangentielle exercées par le

prisme :

mdag(t) = P+ Ry p¢ + Ry ooe
Projetons le TCI sur les vecteurs iy et w7 respectivement normal et tangent (vers le haut) a la
surface du prisme. Cela donne

—

N = —sina i, +cosa, et U = + cosat, + sin o,

De plus :

—

Ag(t) = Tp(t) Uy + Z4(t) U, = Tg(t) Uy + To(t) tan (1 + %) U, = Tg(t) (ﬁx + tan o (1 + %) uz>
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Ainsi en projetant le TCI sur 4y, nous trouvons :

.. . . m
Ry =mIgt) (—smoz+smoz (1 + M)) +mg cos«

Et comme Z4(t) = C*, nous aboutissons a | Ry (t) = C*|.

De méme en projetant le TCI sur w7, nous avons :

2
Ry = mig(t) | cosa+ & (1 - ﬁ) +mg sina ~ Rep(t) = C*

COS & M

Finalement, comme Ry(t) = C'* et Ry = C*, si la condition de non glissement est vérifiée a
Iinstant ¢ = 0T, elle sera vérifiee & tout instant, i.e. le cylindre ne se mettra jamais a glisser (et
heureusement parce que sinon je n’ose imaginer ce qu’auraient donné les calculs).

Exercice 12

Analyse physique. Ici le mouvement est a un degré de description mais est en régime forcé. De plus
il y a frottement et toujours glissement par hypothése. Les grandeurs pertinentes ici seront m (inertie de
la planche), L et rwy pour la description du dispositif, f pour les frottements et g a cause du couplage
horizontal / vertical créé par les frottements solides. Ici nous avons bien mis la vitesse r wy du cylindre
tournant et non wy. En effet, du point de vue de la planche, tout ce qu'elle « voit », c'est un point
matériel lui frotter dessus avec une certaine vitesse.

Analyse technique. Ici le régime est forcé, donc nous pouvons oublier |'approche énergétique. Il va
falloir passer par une approche en termes de force. Comme il y a glissement, il y a deux forces inconnues.
Deux forces et un degré de description, ¢a fait trois lois! Le TCl dans sur les axes horizontaux et verticaux
et le TMC.

[J Expression des forces normales exercées sur la planche.
Notons x(t) I’abscisse de GG par rapport au centre des deux rouleaux et L = 2 /.
La situation dans le référentiel d’étude est la suivante :

R‘NIA
R
L .G
ET2 éTl I
- g
Wo ¢ @ ¢ Wy

Le TCI en projection sur u, vertical ascendant donne, puisque la planche n’a qu’un mouvement
horizontal : —m g+ Ry1 + Rn2 =0 (’iﬁ?)
De plus dans le référentiel barycentrique, la situation est la suivante :

R’Nllk
A RNQ ! —x
RTQ ﬁTl
L =27 g
0 0
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*
Le TMCB s’écrit donc dat = # (P)+ M (Ry) + M (R)).
Comme la planche ne tourne pas nous savons que ¢* = 0 et en négligeant 1’épaisseur de la planche,
les moments des forces tangentielles Rriet Ry sont nuls et il reste : . (R,) + .4 (R,) = 0.
En exprimant ces deux moment & 1’aide des bras de levier représentés nous obtenons : Ry ({—x) =

Les deux équations (311‘) et (’;ﬁ‘) ont pour solution :

{4+ x {—x
27 et fvz=mg—g

0 Equation du mouvement pour la planche.
Comme il y a toujours glissement, Ry = f Ry1 et Rro = f Rno.
Ainsi la projection du TCI sur u#, donne (attention aux signes de Ry et Ry, :

— 2
jé(t):—mggg_—;+mg£2—; ~ E}é(t)Jr%fx(t):OJ

Ryi=mg

2
Cela correspond a des oscillations de pulsation |w = %f .
J Mouvement
Le mouvement sera oscillatoire d’amplitude A si A est ’écart initial entre le centre de masse de
la planche et le centre du dispositif.

Pour que I'équation du mouvement soit toujours valable, il faut qu’il y ait toujours glissement

/2
c’est-a-dire que la vitesse de la planche n’atteigne jamais 7 wy. Autrement dit il faut A %f < rwp.

[J Exercice 13

Analyse physique. Ici le dispositif est 4 deux dégrés de description : les deux solides peuvent tourner sur
eux méme. L 'évolution est libre mais non conservative a cause de la présence de frottement. Les grandeurs
pertinentes sont Jy et Jo pour l'inertie, wy pour les conditions initiales et I" pour l'interaction entre les
deux solides.

Analyse technique. Etant donné qu'il y a deux degrés de description, I'approche énergétique ne suffira
pas et ce d'autant plus qu'il n'y a pas conservation de I'énergie. Nous allons donc utiliser une approche
en terme de forces c'est-a-dire ici évidemment avec le TMC.

Etudions le systéme { 31 = 3 }.

Les seules forces extérieures qui s’exercent sont les poids des deux solides et les réactions d’axes
des liaisons du bati avec >s.

Le TMCS (par rapport a 'axe commun de rotation, évidemment) s’écrit alors :

do()
dt

Or .# (P) = 0 car la force est parallele a 'axe de rotation et .#,. = 0 car les liaisons sont
supposées parfaites.

= M (R) + Moxe

dad(f) =0, i.e. o() = Cte,
Remarque. le moment cinétique de ’ensemble est constant et ce malgré la présence de frottement.
Le moment cinétique étant une grandeur extensive, nous pouvons écrire o(.#) = 01 + 09 et comme
il s’agit de solide en rotation, nous avons tout simplement : (%) = Jy wy(t) + Jo wa(t).
A T’aide de la condition initiale nous trouvons d’abord J; wi (t) + Jo wa(t) = Jowy puis, étant donné
qu’a la fin les deux solides ont la méme vitesse angulaire :

Nous trouvons ainsi
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Ja
J J: = J =
1Wr + Jowr 2 Wo ~ Edf A WOJ

L’énergie cinétique de . s’écrit, toujours parce qu’il s’agit d’une grandeur extensive et parce que
1

les deux solides tournent autour d’un axe fixe : E.(t) = 5 Jywi2(t) + 5 Jo wo? (1)

Ainsi I’énergie cinétique initiale vaut E.(0) = 3 Jowy? et Dénergie cinétique finale vaut

1 1
E.s = 5 Jywi + 3 Jo wi?

La variation d’énergie cinétique vallant par définition AE, = E.y — E.(0), nous trouvons, en

1 J1J
utilisant les expressions précédentes et en simplifiant : | AE. = —= X L2 002
2 S+

Remarque. le théoréeme de l'énergie cinétique s’écrit AE. = Wiy puisque les forces extérieures ne
travaillent pas. Nous avons alors AF,. < 0 conformément au fait que Wi, < 0 car il s’agit d’interaction
de frottements.

Ecrivons le TMCS pour ¥; et uniquement ;.

doy(t)

Cela donne = +1I" car le poids est de moment nul et que les réactions d’axe ont un moment

t
I' # 0 (frottement).

r
Avec o1 (t) = J; wi(t), nous trouvons, compte tenu de la condition initiale wq(0) =0 : |wq(t) = jt )
1

doy(t
De méme le TMCS pour X, s’écrit 2) _ —I" ou il faut faire attention au signe du moment
des frottements.
Cela donne la aussi en tenant compte de la condition initiale wy(0) = wy : [wg(t) =wy — A a
2
). . Ji wr
L’instant t¢ est tel que wq () = wy, ce qui donne |t = |

Remarques.
[0 nous voyons que la durée nécessaire pour atteindre la vitesse initiale est d’autant plus courte
que les frottements (I') sont importants, ce qui est, somme toute, naturel.
[0 nous pouvons vérifier que nous avons aussi ws(t;) = wy, en effet :

Wa(ts) = wo — z X Wiy = wp — J1 %o = J2 Wo = wy
Jo 4 S+ S+ )

U malgré les expressions de wy (t) et wo(t), il ne faudrait pas croire que wy(t) — +00 et wq(t) — -00
car ces expressions sont valables uniquement tant que les équations différentielles associées
(TMCS) sont valables, i.e. tant quil y a frottements. Or, a partir du moment ou les vitesses
angulaires sont identiques, il n’y a plus de glissement d’un objet par rapport a 'autre, il n’y a

doy (1)

= 0.
dt

La puissance fournie par les forces de frottement & 3; vaut &2;(t) = +1" w;(t) car le couple exercé

sur X; est positif.

De méme la puissance fournie par les forces de frottement a Yo vaut Hy(t) = —I'wq(t) car le
couple exercé par les forces de frottement est, cette fois, négatif.
Au final, 'interaction de frottements fournissent au systéme . une puissance

donc plus de frottement et les TMCS s’écrivent

(Pron(t) =T (wi(t) — wal)]
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Remarque. il ne faut pas étre choqué par le fait que l'interaction de frottement fournisse de I’énergie a
7. Ce n’est que conventionnel tout ¢a. Nous savons que . perdra de I’énergie a cause des frottements.
C’est donc que 'énergie fournie par les frottements & . seront négatifs. Il faudra le vérifier ... Ceci
étant la force de frottement que X5 exerce sur ¥; va vraiment fournir de I’énergie car elle met 3; en
mouvement. Et la force de frottement de ¥; sur s va faire perdre de I’énergie a >, pour un bilan
global de I'interaction négatif.

Nous avons donc :

te ts 1
2Ejfournie - / @tot dt = / F2t FWO
0 0 A

_FQ(J1+J2)E_Fwt PZJ1+ Jo wf2 __wowa1F
A A LA A PRS2 Y
ST 1 JQ'Z 4 9 9 J1Js J1 Jy wo? J1 Jo wo?
= X = X ————— X J wp® — wp” X = -
}]{}]{ 2 (Jl +J2)/'Z Jl +J2 2(]1 +J2) Jl +J2
. JiJo w02 . < 134 .
Finalement nous trouvons | Fryumie = ——————— | ce qui correspond exactement a I’énergie ciné-
2(J1 + Jo)

tique perdue (ce qui est normal) et qui est bien négatif, comme prévu.

[J Exercice 14

Analyse physique. Il apparait tout de suite deux référentiels naturels : le rétérentiel galiléen dans lequel
la tige tourne et le référentiel tournant dans lequel la tige ne fait que glisser le long des deux tiges. Comme
le suggere I'énoncé, nous nous placerons dans le référentiel tournant. Ainsi le mouvement est libre et
conservatif. Les grandeurs pertinentes seront m et J pour l'inertie, { pour la géométrie, g et ) pour les
forces.

Notons que si I'étude avait été faite dans le référentiel du laboratoire, le mouvement n'aurait pas été
libre mais forcé ! Donc adieux approche énergétique.

Analyse tehnique. Pas trés utile ici car |'énoncé guide beaucoup.

Dans le référentiel #’ le dispositif est & un degré de description, une méthode énergétique semble
donc étre idéale pour traiter ce probléme. Comme la tige est solide, nous n’avons besoin que de la
liste des forces extérieures :
[ le poids P est conservatif d’énergie potentielle F}, pes = m g hea
0 la réaction du support en A, R4 ne travaille pas car il s’agit d’'un contact sans frottement sur
un support immobile
[ la réaction du support en B, Rp ne travaille pas car il s’agit d’un contact sans frottement sur
un support immobile
[0 la force d’inertie d’entrainement ﬁe = +m 2 ]—ﬁ/f est conservative d’énergie potentielle E,, ;o =

1
——m 0?2
0 la force d’inertie de Coriolis ne travaille pas
Comme zg = ¢ sina et hg = zg = —¢ cos «, nous obtenons :

1
[Ep = —émQZEZ sin?a —mg/ COSCYJ

dE
L’équilibre est tel que —(az) = 0.

da
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dEp(a)
Or 1o

Les positions d’équilibres sont donc telles que sin agq(g — £ Q? cosagq) = 0 ce qui donne deux
solutions possibles :

= -—mQ* ¢ sina cosa +m gl sina.

9
%

gq =0 ou COS Qlgq =

Cette deuxiéme solution n’ayant un sens que pour 2 > g

Pour étudier la stabilité dérivons 1’énergie une seconde fois (par rapport a la variable de position)
2

— P
da?

= —m O (*(cos® aeq — sin® agq) + M g cOS Qg

car une position d’équilibre est stable si

Or: dQEPQ(a)
Q
O Position d’équilibre aeq = 0.
2
Nous avons alors 3 2p 0) = —m Q% * +m gl qui est positif lorsque Q? < %
!
Finalement : [Ozéq = 0 est stable lorsque 'autre position d’équilibre n’existe pas].
9
5
Nous trouvons, en utilisant la condition d’équilibre :

(ceq) > 0.

[ Position d’équilibre cos cisq =

d2E,

2
F(aéq):—mQQEQ(Q cos® agq — 1) +m gl cos agqg = —m Q* 12 (2 I —1) —i—mgﬁi
a

Q4 2 [A9%:
292 2 92 2 92
= _Z27 10 J )= 02_ 9
mf( QQE+ E—I—EQQ me |/ 077

2
Nous constatons alors que d—Qp(aéq) > ( car, d’apres l'existence méme de cette position d’équi-
Q

libre, QO?¢ > g, i.e. [cette position d’équilibre est stable dés lors qu’elle existe].

Pour déterminer ’équation différentielle vérifiée par e(t) = a(t) — g, nous allons utiliser une
méthode énergétique.
U Réécrire l’énergie cinétique

Dans le référentiel &, I'énergie cinétique de la barre vaut (d’aprés Koenig) :

1 1 .
E. = 3 mugi(t) + 5 J &3 (t)

Avec x(t) = £ sin a(t) et z(t) = —{ cos a, nous trouvons :

@(t) = Laft) cosa(t) et A(t) = LA(t) sin ot s Vi) = 22 + 9P = 02 &P

1 1 1
Ainsi E, = 3 m 0% doto(t) + §Jd2(t) = §(J +ml?) a2
1
Et comme a(t) = agq + £(t), nous arrivons a E, = 3 (J +m %)
U Réécrire l’énergie potentielle
Comme a(t) = aeq + €(t) trés proche de aeq, nous pouvons faire un développement limité de
'énergie potentielle autour de agq. Et pour ¢a, rien de tel qu'une bonnne vieille formule de Taylor (&

I'ordre 2 parce qu'il ne faut pas abuser des bonnes choses non plus) :
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dE 2ty d°FE e2(t) d’E
Ep(a) = Ep(aéq) +e(t) X d—Oép Qeq T X ng Qeq) = Ep eq) T Hzp(o‘éq
—=Cte

=0 car équilibre

U FEquation différentielle vérifiée par e(t).
Dérivons I’énergie mécanique par rapport au temps et, comme ’évolution est conservative, cela
donne :

dE,, d*E,
dt da?

Et en simplifiant par la solution inintéressante correspondant & ’équilibre ¢ = 0, nous arrivons a

d2e(t) N e d’E, _
d¢? me2+J  da? (aca) =
d?FE

1
1 dad illati d Isati = P (e .Q.F.D.
Cela correspond a des oscillations de pulsation Euo \/m€2 7 X a2 (a q)J, C.Q

= (MmO +J)EWERL) +e(t)é) ¥ (0¢g) = 0

] Exercice 15

Cet exercice traite de ce qui est appelé la résonance paramétrique. Il s’agit en fait de modifier I'état de
mouvement d'un dispositif en changeant périodiquement un paramétre du dispositif, ici ce sera le moment
d'inertie J.

L 'exercice est trés guidé, il n'y aura donc pas tellement a réfléchir sur I'approche a étudier.

Etudions le systéme . = { enfant + balancoire }. Les forces extérieures qui s’exercent sont :
O le poids P
[0 les réactions d’axe de moment nul car on suppose qu’elles sont sans frottement.

Or lorsque 6 = 0, i.e. lorsque 'enfant passe a la verticale, le moment exercé par le poids est nul,
ce qui signifie qu’entre les positions # = 0~ et § = 0T, le moment cinétique ne varie pas, i.e. que
o(07) = o(0*) ce qui donne J; wy = Jyws.

Comme 'énergie cinétique vaut respectivement juste avant et juste apres le passage par la verti-

cale : B, = %Jl wilet By = 3 Jo w22, nous avons :

iz wi? — Jyw?
Eo—FEa  Jyw?® — Jiw? Jo ! L AE, J; 1
— = > = — —
Ea Jyw? Jy wy? Ea Jo
Le moment cinétique est une fonction mathématiquement continue tout simplement parce qu’elle
do _
admet une dérivée non infinie qu’est le moment du poids. En effet d’aprés le TMCS : T (P) #

00.
Comme le moment cinétique est nul lorsque l'enfant atteint le sommet de sa trajectoire, I’énergie
cinétique 'est aussi. Ainsi, ’enfant peut augmenter son moment d’inertie sans perdre d’énergie.
Finalement, en choisissant bien les instants ou modifier son moment d’inertie, un enfant peut,
seul, se balancer. En effet, en diminuant son moment cinétique lors du passage par la verticale,
I'enfant accélére et gagne de I’énergie cinétique (énergie fournie par les forces intérieures). Lorsqu’il
a converti toute son énergie cinétique en énergie potentielle, 'enfant va réaugmenter son moment
cinétique afin de pouvoir réaccélérer au passage par la verticale. Et ainsi de suite.
Remarque. évidemment qu'un enfant ne pense pas a tout cela lorsqu’il se balance. Il n’en demeure
pas moins que l'explication physique compléte de ce phénoméne est moins simple qu’il n’y parait.
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Le moment cinétique du systéme . s’écrit o(t) = J(t) é(t).
Le TMCS pour ce systéme s’écrit (avec les notations usuelle du pendule simple) et en tenant
compte du fait que 0(t) petit :

dZit) =-—mga sin 6 ~ J(t) H(t) + J(t) H(t) _ —mgae(t)

Et ainsi, en remplagant J(¢) par son expression :

—AJw sin (wt) (1) + Jo (1 + % cos (m)) 0(t) + mgabi) =0
0

En négligant AJ w sin (wt) 8(t) devant AJ cos (wt)d(t), il reste :

A .. .. 1
Jo <1+chos(wt)> Ot)+mgabt)=0 ~ «9(t)+mga>< AT X0t =0
0 1+J—COS(wt)
0

Cela permet d’obtenir la forme demandée en faisant un développement limité du 2° terme étant

AJ
donné que — < 1.
Jo

Remarque. il n’y a aucune bonne raison de négliger AJ w sin (wt) 0(t) devant — (wt)0(t) ©. La seule

raison de le faire est en fait une mauvaise raison : « parce que cela permet d’obtenir la forme
demandée ». @ Ceci étant, il existe d’autre oscillateurs paramétriques dont le principe de résolution
est identique.

A T'instar d’une intégrale premiére du mouvement, nous pouvons transformer I'équation précé-
dente en la multipliant par 6(¢) sous la forme :

d (% 62(0) + wq? 9%)) — wy % cos (wt) 0(t) 1)

dt 0
Ce qui n’est ni plus ni moins que la forme demandée par I’énoncé.
Supposons 6(t) = A(t) cos(cgo t + ) avec A(t) lentement variable.
~ Nous avons donc 6(t) = A(t) cos(wot + ¢) — wo A(t) sin(wot + @) = —wy A(t) sin(wet + ) car
|A®t)| < |wo A(t)]. 11 reste :

E A A
dd—tm = —wy TJ cos (wt) A%(t) cos(wot + ) sin(wyt + ) = —wp TJ cos (wt) A%(t) sin(2wo t + 2¢)
0 0

Nous pouvons réécrire, a I’aide de formules trigonométriques, la derniére expression sous la forme :

dE, 1 AJ /. ,
- = —§w070 (sm (2wo — w) t+2¢) +sin ((2wy +w)t+2cp))

dFy, C .
Pour espérer une amplification des oscillations, il faut <W> > 0 ce qui implique qu’il faut

2wp —w =0, z.e. . Mais ce n’est pas tout, il faut aussi que m, ce qui montre
I'importance des conditions initiales.

Concrétement la condition sur w signifie qu’il faut étre dans le bon tempo pour espérer amplifier
ses oscillations tout seul et la condition sur ¢ signifie qu’il faut que les mouvements soient faits au
bon endroits (diminution de J lors du passage par la verticale et augmentation sinon).
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Exercice 16

Analyse physique. Le dispositif est a un degré de description puisque tout oscille dans un plan. De plus
comme il n'y a pas de force ni d'interaction dissipative, il sera conservatif. Enfin, il est en régime libre.
Les paramétres pertinents seront au niveau de l'inertie m et J car certaines barres tournent et d'autres
se translatent, L pour la géométrie et g pour le poids.

Analyse technique. Approche énergétique, sans hésiter. Apreés, il va nous falloir étudier I'ensemble du
dispositif, a savoir les trois tiges qui bougent toutes ensemble (dans un méme systéme) mais de facon
particulaire, c'est-a-dire en utilisant |'extensivité des énergies.

Etudions le systéme . = { 010,030, }. L évolution est conservative car :

[ en ce qui concerne les forces extérieures :
(I le poids est une force conservative
0 la réaction de O1x qui permet au losange de rester attaché ne travaille pas car la tige 0104
est immobile dans le référentiel en d’étude
[l en ce qui concerne les interactions intérieures :
[0 les 4 morceaux sont des solides
(I les liaisons entre les morceaux se font avec glissement sans frottement

Il reste a déterminer les énergies cinétique et potentielle de . et dériver par rapport au temps.
0 Energie cinétique.

Seules trois des 4 barres sont mobiles dans le référentiel d’étude. Deux O;04 et O304 ont un
mouvement de rotation autour d’un axe fixe de vitesse angulaire 0 et de moment d’inertie J et une
0205 a un mouvement de translation de vitesse vg 0,0, = Vo, = L é(t).

Nous obtenons alors :

E.(9) = % J0%(t) + % J60%(t) + %mL2 0%(1) = % (2J +m L?) 6%

Remarque. notons qu’ici nous n’avons pas eu besoin de K@®NIG car le moment d’inertie est donné
par rapport & un axe de rotation passant par une des extrémités des tiges.
0 Energie potentielle.

Prenons en compte uniquement les énergies potentielles des trois tiges qui se déplacent.

Qela donne : B, = m g 2¢,0,0, + M § 2G,0,05 + M G 26,050, -

Etant donné que les barres sont homogénes, le centre de masse est a chaque fois au milieu de la
barre, ce qui donne :

L
E, = —mggcose—ngcosﬁ—magcosﬁz —2m L cos@

[0 Equation différentielle.
En dérivant I’énergie mécanique, nous trouvons :

dd—tm =(2J4+mL»)01t)0t)+2mg L0 sinft) =0

Soit, en simplifiant par la solution inintéressante correspondant a I'équilibre § = 0 :

. 2mglL |
E‘”“ T im0 = }
[0 Petites oscillations.

Faisons ’approximation sin #(t) ~ 6(t). Nous obtenons alors I’équation différentielle

D
P~

o~
=

2mglL
2T gy =
27 +mre " 0’
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2mgqglL
Cette équation correspondant a des oscillations de pulsation |wy = 4/ M9z .
2J+mlL?

[J Exercice 17

Dans cet exercice, tout tient dans un bon schéma, bien clair et dans la non précipitation (et dans la
connaissance des formules de cinématique !

En effet, il n'y a aucune notion, ici, de force ou d'évolution. Toutes les questions reposent sur la
cinématique du dispositif. Et la cinématique, c'est la description du mouvement. Et pour décrire un
mouvement il est fondamental de se I'imaginer, donc de savoir le dessiner.

La, il s'agit d'un cas d’école, a savoir la condition de roulement sans glissement sur une route rectiligne
et immobile. Il est possible de donner le résultat directement, la seule difficulté concerne le signe de la
relation.

Etant donné que la roue roule sans glissement sur la route (immobile et rectiligne!) nous avons
T=r0)

Le fait qu’il existe une relation entre 6 et ¢ est di au fait que les rouleaux roulent sans glisser
sur la bague intérieure.

Ecrivons donc que la vitesse de glissement du rouleau sur la bague intérieure est nulle :

Ugliss,1 = U(/ € rouleau/bague int) = (I € rouleau/Z#) — v(I € bague int/%)

#(I € rouleau/Z#) — 0  car la bague est immobile
5(G/@) + G G = ( ;7“2) i+ o ( ;’”2) (-7

ry+r = rg—T .S = " .
= ( L 2) Uy — ( 2 1) Py =0 condition de non glissement

2

Et ainsi : [(rl +19)0 = (ry — 1) gp]
Remarque. cette relation n’est pas intuitive et peut méme sembler étrange a cause de la présence du
signe —. Ceci étant ce signe — signifie que, a 6 fixé, plus r; et ro sont proches, plus ¢ sera grand.
Autrement dit, plus les rouleaux sont petits, plus ils tournent vite sur eux-méme lorsqu’ils roulent
sur la bague intérieure.

Procédons au méme raisonnement pour trouver la relation entre 0, ¢ et w.
Ecrivons la vitesse de glissement du rouleau par rapport a la bague extérieure :

(© Matthieu Rigaut Eléments de corrigé 24 /25



PC*, Fabert (Metz) MECANIQUE , TD N°2 2018 — 2014

Ugliss,2 = U(J € rouleau/bague ext) = ¥(J € rouleau/#Z) — v(J € bague ext/Z)

— G/ R) + NG — rywily = (“;”) Oty + ¢ i A (”;”) @y — row il

r+r . ry —T S
= ( 1; 2) g + ( 2 5 1) Yy —rowiig =0 condition de non glissement

Et ainsi : [(7“1 + 7o) 0+ (ro —11) @ =279 w].

RTI . . : 9 v
En éliminant ¢, nous obtenons avec l'expression de w : ‘9 = X —].
1 9 r

X_

LA , . . T2 (%
Nous avons alors aussitot avec le résultat de la question : ‘gp = ’
o —T1 r

Remarque. de méme qu’a la question , nous pouvons voir que ¢ peut devenir tres grand si 7o et
r1 deviennent proches, i.e. si les rouleaux deviennent petits.
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