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Mécanique du solide I

Un solide est un ensemble de points tel que quels que soient A et B, la distance
AB = ||AB|| reste constante dans le temps.

Lo1 Deux solides ne constituent pas forcément un solide.

Biographies succintes

I — Mécanique des systémes de points matériels

Le centre de masse (ou ecdm) d’un systéme de N points est le point noté G tel que

DEF Zmim:ﬁ ou //dezﬁ
p v

Le centre de masse vérifie, quel que soit le point O
— B —
Lo1 O@_ml,OMl—i—mgO 2+"'+mNOMN

ou O@ = 1 X /// O—]\)4 dm
Mot Mot v

Noté Z*, le référentiel barycentriqgue d’un systéme est le référentiel en translation par

DEF . 1

rapport au référentiel d’étude et centré sur le centre de masse du systéme considéré.
DE La quantité de mouvement d’un point matériel s’écrit

EF
P(M,t) = mU(Mpt)
La quantité de mouvement est une grandeur extensive. Ainsi pour un systéme
Lol - ﬁ ﬁ , - H
p(Zt) = p1(t) + p2(t) + ...+ pN(t) ou p(Fit) = /// v(Mt) dm
¥

Lor La quantité de mouvement permet de caractériser de maniére globale, le mouvement

d’ensemble du systéme.
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La quantité de mouvement d’un systéme s’écrit

Lor ., S
p(yat) = Mot U(Gat)
L La quantité de mouvement d’un systéme dans son référentiel barycentrique est nul
o1 - .
pr=ps/zt) =0
Dep Le référentiel propre associé & un systéme . est le référentiel généralement noté Z° par
rapport auquel le systéme est constamment immobile.
. Le moment cinétiqgue d’'un point M par rapport a un point A s’écrit
DEF . — .
ga(Mit)y =AM N mu(Mt)
Lol Le moment cinétique de M par rapport & A représente la « quantité de rotation » que
posséde M lorsqu’il tourne autour de A.
L Le moment cinétique est une grandeur extensive.
0) 5 o o -
o(St) = 01(t) + 02(t) + - - - + 03(1)
THEOREME DE K@ENIG
Lor Pour un systéme . quelconque et un point A quelconque
Gals 1) = AC AP 1) + 0* ()
Le moment cinétique scalaire op d’un point M par rapport & un axe A se définit par
DEF OA :O'A(]\/[,t)-’l_[ ou :
0 A est un point de A ;
[ « est un vecteur unitaire directeur de A orienté dans le sens de la rotation.
L’énergie cinétique d’'un point M s’écrit
DEF 1,
E.(Mit) = 5 muv° (M)
Lo1 L’énergie cinétique de M représente 1’énergie que posséde M du fait de son mouvement.
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L’énergie cinétique est une grandeur extensive.

Lo1
Ec(yvt) = Ec,l(t) + EC,2(t) + - EC,B(t)

THEOREME DE K@ENIG

LoI Pour un systéme . quelconque et un point A quelconque

1
Ee(1) = 5 Muot v(G) + BL(1)

n . . <_) — —
DEF L interaction f 1.9 est 'ensemble des deux forces fi_,o et fo_.q.

Pour un systéme . quelconque, dans un référentiel #

Lol dpﬂt th+2f ;

THEOREME DU MOMENT CINETIQUE (TMC)
Soit un systéme . quelconque, un référentiel # quelconque et un point A fixe. Alors

doa(t) 7 7
T Z %A fext + Z %A fmertle) avec ’%A(f) = AMqui subit fA f

Lor

THEOREME DU MOMENT CINETIQUE SCALAIRE (TMCS)
Soit un systéme . quelconque, un référentiel Z quelconque et un axe A fixe. Alors

Lo1
doa(.t)
UA Z MA(foxt) + Z MA(Foeie)  avee  Ma() = £||f]| x bras de levier

THEOREME DU MOMENT CINETIQUE BARYCENTRIQUE (TMCB)
Soit un systéme . quelconque, alors dans son référentiel barycentrique Z*
dog (7.t
dt

Lor
= Z//Zc(ﬁxt) sans les forces d’inertie

THEOREME DU MOMENT CINETIQUE BARYCENTRIQUE SCALAIRE (TMCBS)
Soit un systéme . quelconque, alors dans son référentiel barycentrique Z*, avec A un
Lor axe passant par G.
dor (St)

T = Z/// 'A(foxt) sans les forces d’inertie

THEOREME DE L'ENERGIE CINETIQUE (TEC)

Soit ., un systéme quelconque et deux états « début » et « fin » quelconques (avec B
postérieur a A) alors

Eo( fin) — Bo( debut) = > W (fo) + O W (frarie) + > W (F )

Lol
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THEOREME DE L'ENERGIE MECANIQUE (TEM)

Soit ., un systéme quelconque et deux états « début » et « fin » quelconques (avec B
postérieur a A) alors

Lo1
En( fin) = B, début) = > W (fone) + 3 Wlfueriend) + D W (Fiuae) 01
U Em = Ec + Ep,ext + Ep,int )
[0 « nc » signifie « non conservative ».
THEOREME DE LA PUISSANCE CINETIQUE (TPC)
Lol Soit ., un systéme quelconque alors
dE (St . —_—
Z ‘@ fext + Z @ flnertle + Z @ mt avec ‘@( ) = f U(]\[qul subit f)
THEOREME DE LA PUISSANCE MECANIQUE (TPM)
LoI Soit ., un systeme quelconque alors
- - >
- Z '@(fcxt,nc) _'_ Z fgz(fincrtic,m:) + Z '@( f int,nc)
Lol Le travail fourni par une interaction intérieure a un systéme est une grandeur
intrinséque, c’est-a-dire une grandeur qui ne dépend pas du référentiel choisi.
Lol Lorsque deux points sont rigidement liés, le travail de 'interaction de contact entre les
deux est nul.
Lor Lorsque deux points sont reliés par une liaison sans frottement (contact plan, liaison
pivot. .. ), le travail de I'interaction est nul.
Lol Le travail fourni par une interaction de contact avec frottement sans glissement (ou
« roulement sans glissement » est nul.
Lor L’énergie potentielle associée & des interactions intérieures n’est pas extensive.
Lor Pour les interactions, il ne faut compter qu’'une seule fois I’énergie potentielle.
L’énergie potentielle interne contenue dans un ressort s’écrit
Lo1

1
Epjnt,él - 5 k (f - EO)Q
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Pour un systéme de deux points M; et Ms, la particule fictive M de masse p est définie
par

DEF
— P mim
GM 2 M, M, et opuE 12
mi + ms
Lo Dans le cas d’un systéme avec de points de masses trés différentes, la particule fictive

s’identifie avec la particule la moins massique.

II — Solide en rotation autour d’un axe fixe

Le moment cinétique scalaire d’un solide ¥ quelconque
tournant autour d’un axe A fixe s’écrit

oa(®) = Ja x Q ol :

O Ja est le moment d’inertie du solide par rapport & A
O Q est la vitesse de rotation algébrique du solide autour de A.

Lo1
L Dimensionnellement parlant, en utilisant les unité SI pour les dimensions

0)

[Ja] = (kg).(m)”
Un solide posséde a priori une infinité de moment d’inertie puisque « le » moment
Lor ) ., , . ..
d’inertie dépend de I’axe de rotation choisi.

Lor Plus un axe passe pres du centre de masse, plus le moment d’inertie associé a la rotation

autour de cet axe est petit.
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L’énergie cinétique d’un solide ¥ quelconque tournant autour d'un axe A fixe s’écrit
1
E.(x) = 3 Ja x Q% ou:

O Ja est le moment d’inertie du solide par rapport & A ;
O Q est la vitesse de rotation algébrique du solide autour de A.

Lor

Ja caractérise I'inertie pour la rotation :
Lor O plus Ja est grand, plus c’est difficile & mettre en rotation (ou a freiner) ;
[ plus Ja est grand, plus il y a d’énergie cinétique dans la rotation.

Un couple (ou couple de forces) est un ensemble de forces de résultante nulle mais de
DEF moment par rapport a un axe non nul.
Par extension, le couple est le moment d’un couple de forces.

Dans le cas d’une liaison parfaite (dite aussi « sans frottement » ), le couple est nul.

Lo1
'A=0
Dans le cas d'un couple de rappel (comme avec un fil de torsion), le couple s’écrit
=
. 3o rayor.,
QI E 2 partiycuher
w3
+—
Lor
A U W référence_
des angles
Ca=-C(0—6p)
Lol Dans le cas d'un couple résistant (liaison un peu « grippée »), le couple s’écrit
F'a=-hQ
L Dans le cas d’'un couple moteur (tige reliée & une machine), le couple s’écrit
0)

Ip=Ty=C"
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Le travail élémentaire et la puissance fournis par une force (ou un couple) s’écrivent

Lol . o
W = Ma(f)do et P = MA(f) x Q

IIT — Solide en mouvement presque quelconque

Pour deux points A et B quelconques d’'un méme solide
L =
Lor U(A/%t) = U(B/%t) + QN BA ol

Q) est le vecteur rotation du solide par rapport a Z.

Pour A quelconque dun solide

FA/ 2 1) = B(G20) + O A BA oil

Lo1
[0 G est le centre de masse du solide;;
O € est le vecteur rotation du solide par rapport a Z.
La donnée de la vitesse d'un point d’un solide et du vecteur rotation de ce solide permet
Lo1 . s . .
de décrire entiérement le champ de vitesse de ce solide.
Lor La vitesse de glissement d’un solide [ par rapport & un solide [ caractérise la maniére
dont U bouge par rapport & [J au niveau du point de contact.
L La vitesse de glissement de [ par rapport a [ s’écrit
0) 5 5 .
Ugliss(0/0) = vl € O/Z) — V(I € O/%)
0 Pour deux solides quelconques
o) o .
Ugliss(D/D) = _Ugliss(D/D)
L La vitesse de glissement d’un solide ¥ par rapport a un support immobile s’écrit
OI S -
Ugliss(z) =Vl €X/%)
Lol La vitesse de glissement d’un solide par rapport & un autre est tangentielle au contact

entre les deux solides.
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Entre deux solides en contact, il y a toujours une interaction normale

X2
n12
¥
Lo1
Jime = Ry i ot
O 7112 est le vecteur normal et unitaire dirigé de [J vers [ ;
O Ry > 0 est toujours possible;
0 Ry < 0 que si le décollement entre les deux est impossible.
Lot Les actions tangentielles de contact traduisent le frottement.
Lois bE COULOMB
Lol Lors du contact entre deux solides, il y a deux cas possibles suivant qu’il y a ou non
glissement :
O sl y a glissement, i.e. si Ugiss(0/0) 7# 0 alors
Rz 1m0l = fallBxll et Rpiso opposée & Ugiss(0/0)
O sl n’y a pas glissement, .e. si Ugiss(0/0) = 0 alors
HﬁT,l%QH < fs||RN|| et ]%T,I%Q de direction inconnue
fa et fs sont appelés respectivement coefficient de frottement dynamique et statique.
L En ce qui concerne le contact, nous avons toujours
0)
fd < fs
L Si rien n’est précisé, nous prendrons
(@)1 o
f d — f s = f
Lol Les coefficients de frottements sont des grandeurs sans dimension et dont la valeur est

de l'ordre de 'unité.
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DEF Les frottements associés au contact entre deux solides sont appelés frottement solides.

La puissance totale fournie par une interaction de contact aux deux solides en contact

Lor . . . .
© est strictement négative en cas de frottement avec glissement et nulle sinon.
Lor Un contact avec frottement mais sans glissement n’est pas dissipatif.
Lor Un contact avec glissement mais sans frottement n’est pas dissipatif.
Lor Une réaction normale peut fournir un travail, positif ou négatif.
Lor Une force de frottement peut fournir un travail positif.
THEOREME DU CENTRE D’INERTIE (TCI)
Lol Pour un solide dans un référentiel quelconque
dv G /ﬂt
Z fext + Z flnertle
THEOREME DU MOMENT CINETIQUE BARYCENTRIQUE SCALAIRE (TMCRBS)
Pour un solide dans un référentiel quelconque
Lo1 . -
= Z ‘%(fCXt) + Z %(fin(‘l‘ti(‘, de %) avec
o* = Jaa Q avec (Ga) axe fixe ans Z* passant par G
THEOREME DE LA PUISSANCE MECANIQUE (TPM)
Lol Pour un solide dans un référentiel quelconque

=" P (o) + Y M (Foneione)
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